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许多 科学 和 工程 问题 的 数学 模型 都 可 归结 为 积分 方程 ,还 有 些 问题 的 数学 模 
型 既 可 归结 为 微分 方程 也 可 归结 为 积分 方程 。 事 实 上 ,积分 方程 与 微分 方程 之 间 
有 密切 的 关系 。 一 般 情况 下 ,微分 方程 与 积分 方程 之 间 可 以 相互 转化 。 微 分 方程 
和 积分 方程 都 是 描述 研究 对 象 物理 规律 的 数学 形式 。 通 常 微分 方程 需 附 加 初 值 
条 件 或 边 值 条 件 以 形成 定 解 条 件 。 而 积分 方程 本 身 已 经 包含 了 初 值 或 边 值 信息 。 
这 种 差别 使 得 积分 方程 的 求解 方法 与 微分 方程 的 求解 方法 有 较 大 不 同 。 特 别 是 
在 求 方程 的 数值 解 时 ,积分 方程 往往 较 微 分 方程 更 容易 、 更 直接 ,而 且 随 着 计算 机 
科学 和 技术 的 发 展 ,数值 计算 的 新 方法 也 层出不穷 。 积 分 方程 的 各 种 数值 方法 都 
是 建立 在 积分 方程 的 基本 理论 基础 之 上 的 ,因而 在 数值 方法 越 来 越 得 到 重视 的 今 
天 ,传统 的 积分 方程 基本 理论 和 解析 方法 依然 是 不 可 或 缺 的 。 

本 书 在 保证 积分 方程 基本 理论 相对 完整 的 基础 上 ,相对 于 其 他 教材 增加 了 
积分 方程 的 数值 方法 的 篇 幅 , 以 满足 广大 科技 工作 者 和 各 领域 工程 师 的 需要 。 
特别 是 增加 了 求解 不 适 定 的 第 工 类 积分 方程 的 正则 化 数值 方法 。 此 外 ,考虑 到 
泛 函 分 析 与 积分 方程 的 密切 关系 ,为 方便 读者 阅读 本 书 , 在 第 2 章 对 泛 函 分 析 基 
本 知识 作 了 简单 介绍 。 出 于 篇 幅 的 考虑 ,本 书 没有 涉及 Cauchy 型 奇异 积分 方 
程 和 非 线 性 积分 方程 。 

本 书 适合 作为 高 等 院 校 数学 、 力 学、 物理 以 及 工科 相关 专业 大 学 本 科 和 研 
究 生 学 习 “ 积 分 方程 ”课程 的 教学 用 书 。 也 可 供 广 大 科技 工作 者 和 工程 技术 人 
员 阅 读 与 参考 。 读 者 具备 “高 等 数学 ”“ 线 性 代数 ”“ 微 分 方程 "和 “积分 变换 ” 
等 课程 的 知识 ,就 可 顺利 阅读 本 教材 。 

本 书 是 在 作者 多 年 教授 “积分 方程 ”课程 的 讲义 基础 上 整理 完成 的 。 在 编 
写 的 过 程 中 ,作者 的 研究 生 占 正 强 、 赵 艳 萍 、 郑 敏 在 手稿 的 文字 和 数学 公式 录入 
以 及 计算 机 制图 等 方面 做 了 大 量 的 工作 ,对 他 们 的 辛勤 劳动 作者 表示 衷心 的 感 
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例 1 弹性 弦 问 题 。 

设 有 一 条 柔软 的 弹性 弦 AB 长 为 1, 两 端点 A(z=0) 和 B(z=2) 固 定 在 如 图 1. 1-1 所 示 
的 直角 坐标 系 的 横 轴 上 ,弹性 弦 所 承受 的 分 布 载荷 为 
p(z)。 在 分 布 载荷 的 作用 下 ,弹性 弦 发 生 挠 曲 , 挠 曲 
曲线 用 y(z) 表 示 。 在 对 弹性 弦 问 题 做 深入 分 析 之 前 ， 
先 作 如 下 假设 : 

С) 假设 弹性 弦 十 分 柔软 ,因而 由 于 弯曲 和 扭转 
产生 的 力矩 和 扭矩 均 可 忽略 不 计 。 这 里 只 考虑 由 于 ”图 1.1-1 均 布 荷载 下 的 弹性 弦 
KRK TIP E REIH 

(2) 载荷 相对 于 弹性 弦 的 弹性 模 量 是 微小 的 ,因而 挠 曲 变 形 也 是 微小 的 。 

СЭ) 在 载荷 作用 下 ,弹性 弦 各 处 的 张力 近似 相等 。 

考虑 如 下 问题 。 

А 给 定 载荷 分 布 p(X), 求 弹性 弦 的 挠 曲 曲线 yC) 

首先 考虑 在 弹性 弦 上 的 任意 一 点 CCz = 处 作用 集中 载荷 时 的 找 曲 曲线 >(z) 。 如 图 
1. 1-2 所 示 , 挠 曲 曲线 是 三 角形 ,最 大 挠 度 即 CC RAE 
HE z= E. 设 最 大 挠 度 为 3。 由 于 假设 条 件 (2), 挠 
度 3 相 对 于 AC 和 CB 是 微小 的 。 故 近似 有 : 


sinê, tanê, = Ê зорлап = рда (1.1-1) 
zh ,0, #10, 分 别 为 AC',C'B 5 z 轴 的 夹 角 。 设 弹 
图 1.1-2 ”集中 荷载 下 的 弹性 总 性 弦 中 的 张力 为 Tu ,根据 静 力 平衡 条 件 ,在 > 方向 有 ， 


Tosinê, + Tosinê, = Po (1.12) 
即 T£ +T, Š =P. (1.1-3) 
所 以 
P,GQ- O t 
和 = Ту € (1. 1-4) 
当 0<z<e 时 ,有 之 = 多 , 即 
эю = = Ba 9. 41. 1-5a) 


месон, = 7Ê, 


xŠ ن‎ 3 
yD = 230-0) = چ‎ (1. 1-5b) 


GED °_ (1.1-6) 
ти == 
EAP G(z,6) 的 含义 是 在 = £ 处 作用 单位 载荷 P。= 1 时 ,弹性 弦 的 挠 曲 变形 曲线 。 
通常 称 之 为 格林 函数 。 格 林 函 数 具有 对 称 性 , 即 
G(z,ë) = G(f,z) (1.1-7) 
对 于 强度 为 p(x) 的 连续 分 布 载荷 ,作用 于 x = £ 8] x = €+ dg 这 一 微 元 上 的 力 为 
Ро = рсе) де, ТЕ АБЕ А Ссс, РС) dE。 在 线性 小 变形 的 假设 条 件 下 , 释 加 原理 
成 立 , 即 在 强度 为 p(x) 的 连续 分 布 载荷 下 ,弹性 弦 的 挠 曲 曲线 为 


уб = | ссоре (1.1-8) 


B 给 定 挠 曲 曲线 y(z), 求 产生 这 样 的 挠 曲 曲线 的 分 布 载荷 

这 个 问题 相当 于 给 定式 (1. 1-8) 中 的 y(z), 求 与 之 对 应 的 未 知 函 数 p (>) ,解决 这 个 问 
题 就 需要 解决 式 (1. 1-8) 所 示 的 积分 方程 。 该 种 形式 的 积分 方程 通常 称 为 第 1 % Fredholm 
积分 方程 。 

注意 到 问题 A 与 问题 B 的 已 知 与 未 知 函 数 正 好 相反 ,前 者 是 已 知 p(z) 求 y(z), 后 者 
是 已 知 >(z) 求 p(xz)。 通 常 称 问题 A 为 正 问题 ,而 称 问题 В 为 反问 题 。 许 多 数学 物理 问题 
都 可 以 归结 为 积分 方程 。 

C 弹性 弦 的 强迫 振动 问题 

考虑 作用 于 弹性 弦 上 的 载荷 是 随时 间 简 谐 变化 的 情况 , 即 分 布 载荷 的 强度 为 p(8) sinwt 
Со 为 圆 频率 )。 在 此 分 布 载荷 作用 下 ,弹性 弦 在 平衡 位 置 作 微 幅 振 动 ,此 时 弹性 弦 的 挠 曲 曲 
RN у= y(z)sinwt 。 设 弹性 弦 的 质量 密度 为 p(z) , 则 在 时 刻 1, 从 点 z=& 到 z=&+ dê iX E 


弦 同 时 受到 外 力 p (€ sina de 以 及 惯性 力 -pC df FY = p(6)y(6)aPsinotde 的 作用 。 相 应 
地 , 式 (1. 1-8) 应 改 为 
3y(Cz)sinaot= | GO Lp sint + p( a" y(8)sinot 1де 41.159) 


[осоре Со) Ссс рО =ACr,6, 化 简 后 可 以 得 到 ， 


xG) ай [ауан fa) (1.1-10) 


当 分 布 载荷 强度 p(z) 和 质量 密度 p(z) 为 已 知 时, 即 f(x) 和 k(z, 台 是 已 知 的 ,此 时 , 求 
弹性 弦 挠 曲 曲线 y(z) 的 问题 就 归结 为 求解 以 y(z) 为 未 知 函数 的 积分 方程 (1. 1-10). 。 这 种 
形式 的 方程 通常 称 为 第 下 类 Fredholm 积分 方程 。 

例 2 线性 系统 响应 问题 。 

自然 界 中 有 许多 现象 其 物理 机 理 还 不 是 十 分 的 清楚 ,难以 用 现 有 的 物理 定理 去 分 析 。 对 
于 这 一 类 问题 ,通常 将 其 作为 一 个 黑箱 ,通过 研究 其 输入 和 输出 的 对 应 关系 确定 黑箱 的 物理 性 
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质 。 现 考虑 一 个 简单 的 线性 系统 。 如 图 1. 1-3 所 示 , 当 其 输入 为 单位 脉冲 函数 Sr 时, 即 


х0) кй) x 


图 1.1-3 线性 系统 的 激励 和 响应 


covt=T 
800) = | (1.1-11) 
КЕ 0,z 关 r 


A 7а совет, | урда -ой= y(D。 设 该 系统 的 输出 为 gG, r) ,表示 在 时 刻 r 作用 
于 线性 系统 一 个 单位 脉冲 函数 时 ,在 时 刻 上 线性 系统 的 输出 响应 。 即 
вало = | као = Dae (1.1412) 
这 样 ,如 果 已 知 系统 输入 , 求 系统 输出 响应 时 , 则 有 


NH g , ГТА , 
xo = [| aD = Dar de 5 


= |, валодае 


当 要 求 从 已 知 输出 信号 求 输入 信号 时 ,就 要 求解 形 如 式 (1. 1-13) 的 积分 方程 。 该 形式 积分 方 
程 的 积分 限 不 只 含有 常数 还 含有 变量 ,属于 不 定 积分 ,通常 称 为 第 [类 Volterra 积分 方程 。 

例 3 人 口 增 长 问题 。 

当 研究 一 个 国家 的 人 口 增 长 问题 时 ,由 于 人 口 基 数 很 大 , 且 在 任意 时 刻 都 有 人 出 生 ,也 
有 人 死亡 , 故 可 以 将 人 口 数 看 成 是 时 间 的 连续 函数 。 设 在 时 刻 时 人 口 总 数 为 nos fr) 
表示 r 时 刻 出 生 的 人 直到 上 时 刻 仍 存活 的 人 数 占 z 时 刻 出 生 人 数 的 比例 ,通常 称 f(z,7) 为 
生存 函数 。 又 设 rz) 表示 婴儿 的 出 生 率 , 则 在 时 刻 :的 人 口 总 数 为 


nD=m+ | асас 0.114) 
v 


人 口 出 生 率 r(#) 与 众多 社会 因素 有 关 。 这 里 简单 假设 仅 与 时 刻 上 的 人 口 总 数 成 正 
比 , 即 
r(t) = kn(t) (1.1-15) 
式 中 ,为 比例 系数 。 将 式 (1. 1-15) 代 入 式 (1. 1-14) 得 
по та] fGaon(Dde=m (1.146) 


生存 函数 /(t,r) 与 自然 环境 ,生活 水 平和 医疗 卫生 
条 件 等 因素 有 关 。 当 生存 函数 确定 后 ,求人 口 总 数 nG) 
就 要 求解 形 如 式 (1. 1-16) 的 积分 方程 。 通常 称 之 为 第 工 
类 Volterra 积分 方程 。 

#4 等 时 曲线 问题 (Tantochrone Problem) . 

等 时 曲线 问题 又 称 为 Abel 问题 。 考 虑 一 质点 在 重力 
作用 下 , 沿 zOy 平面 上 的 一 条 光滑 的 曲线 ! 从 静止 开始 无 
摩擦 地 从 高 度 疡 滑动 到 z 坐标 轴 上 的 某 点 ,如 图 1. 14 所 图 1. 14 等 时 曲线 问题 
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示 。 设 质点 滑动 到 工 轴 上 某 点 所 经 历 的 时 间 为 Ta(h) ERE h 的 函数 。 当 T, (2) 给 定时 , 试 
确定 此 曲线 ! 的 形状 。 
设 质点 的 质量 为 六, 重力 加 速度 为 g, 根 据 机 械 能 转换 守恒 定律 可 知 ,质点 位 于 高 度 


时 ,动能 为 零 ,势能 为 mgh。 当 滑落 到 /上 某 点 P(z,y) 处 时 ,动能 为 让 mv ,势能 减 为 тву. 
故 有 


тё = mgh у) (1.1-17) 
即 v= усу (1.118) 


式 中 ,为 质点 的 运动 速度 , 它 是 一 个 矢量 ,其 方向 为 曲线 /在 点 P(x,y) 处 的 切线 方向 。 如 
图 1. 1-4 所 示 。 设 角度 0(y) 为 速度 矢量 与 负 y 轴 的 夹 角 , 则 速度 矢量 在 负 y 轴 方 向 的 分 
Ж: 


S= - Shy cos. (1.1-19) 
E REE 
即 dt= WETE) 500)% (1. 1-20) 
Ж pO) = gg) TO) = = УЭТ, JERIA 0 B| h АЛИГИН. 
* gO) y= ы 
f 70 (1.1-21) 
当 给 定 高 度 h 及 相应 的 滑动 时 间 T(h) 时 , 求 曲 线 的 形状 就 需要 求解 形 如 (1. 1-21) 的 积 


分 方程 。 
RC. 1-21) 通 常 称 为 Abel 方程 ,是 一 种 特殊 的 第 工 类 Volterra 积分 方程 ,也 是 历史 上 
最 早 提出 的 积分 方程 之 一 。 它 的 一 般 形式 可 以 写成: 
f= f Dp (O<a<D . (1. 1-22) 


1.2 积分 方程 的 概念 与 分 类 


1.2.1 积分 方程 的 基本 概念 


一 般 地 说 ,在 积分 号 内 出 现 未 知 函 数 的 方程 就 称 为 积分 方程 。 例 如 ,下 面 的 方程 都 是 积 
分 方程 。 


[сорой fa (1.2-0 
pD А | серв fca) (1.222) 
Ѓсоров= fæ ‹1.2-3) 
е +a | kapod fa) a. 24) 
Гаро) fa) (1.2-5) 


Pk dF аё = усо (1.256) 


1 ео y- р 

е0+1 | d= а) (a>0) (1.27) 
pD ta kz dp d=0 (1.2-8) 
еш +а Í kz,ppCod=0 ‹1.2-9) 


在 上 述 方程 中 ,k(x,t) 和 f(x) 为 已 知 函 数 ,pg(z) 为 未 知 函 数 ,a,b,4 为 常数 。 通 常 称 
A(z,t) 为 积分 方程 的 核 , 它 确定 了 积分 方程 的 性 质 。7(z) 称 为 方程 的 自由 项 。》 称 为 积分 
方程 的 参数 。 积 分 方程 可 能 仅 对 某 些 值 有 解 ,也 可 能 根本 无 解 。 


1.2.2 积分 方程 的 分 类 


(1) 按 线性 性 质 分 可 分 为 线性 积分 方程 和 非 线性 积分 方程 两 大 类 。 例 如 , 式 (1. 2-1), 
RA. 2-2) „24. 2-3),Җ(1. 2-4) ,由 于 其 被 积 函数 关于 未 知 函 数 (1) 是 线性 的 , 故 称 为 线 
性 积分 方程 。 又 如 , 式 (1. 2-5) 和 式 (1. 2-6), 当 积分 核 &(z,t,9(t)) 是 关于 9(z) 的 非 线性 泛 
函 或 FGt,98(D)) 是 关于 g(t) 的 非 线 性 泛 函 , 则 称 方程 式 (1. 2-5) 和 式 (1. 2-6) 是非 线性 积分 
方程 。 

(2) 按 积分 限 可 以 分 成 弗 雷 德 替 姆 (Fredholm) 型 和 沃 尔 泰 拉 (Volterra) 型 积分 方程 
以 及 奇异 积分 方程 。 对 于 线性 积分 方程 , 若 积分 限 均 为 常数 , 则 通常 称 为 Fredholm 方程 ， 
例如 : 式 (1. 2-1 RA. 2-2)。 若 积分 限 不 全 为 常数 ,通常 称 为 Volterra 积分 方程 ,例如 ; 
RA. 2-3) RA. 2-4)。 若 积分 限 含有 co ,例如 : 式 (1. 2-8), RA. 2-9), 则 称 为 奇异 积分 
方程 。 

(3) 按 积分 号 外 是 否 含有 未 知 函 数 可 以 分 为 第 工 类 和 第 工 类 积分 方程 。 例 如 : 式 
(1. 2-1 \ 式 (1.2-3) 积 分 号 外 不 含有 未 知 函数 , 则 方程 称 为 第 工 类 Fredholm 积分 方程 
和 第 1 Ж Volterra 积分 方程 。 在 式 (1. 2-2),3Җ (1. 2-4) 中 ,未 知 函数 不 仅 出 现在 积分 号 
内 ,也 出 现在 积分 号 外 , 则 分 别称 为 第 П 28 Fredholm 积分 方程 和 第 左 类 Volterra 积分 
方程 。 

(4) 按 积分 核 的 性 质 可 以 分 为 奇 性 (singular) 和 非 奇 性 Cnon singular) 积 分 方程 。 一 般 
对 于 形 如 式 (1. 2-2) 的 积分 方程 , 若 积 分 核 &(zx,1) 是 (z,t) 的 连续 函数 或 者 k(x,t) 在 区 域 
a<zrts0, 虽 然 不 连续 ,但 却 平方 可 积 , 即 满足 


站 keep гаса, СА 为 有 限 常数 ) 


则 称 核 (zx,z) 为 非 奇 性 核 或 者 Fredholm 核 ,相应 的 积分 方程 称 为 非 奇异 积分 方程 ,或 者 称 
为 Fredholm 积分 方程 。 
当 积分 核 kz,t) 具 有 如 下 形式 


Вс) = BED 


[ES] by 
RP, hlr, DHE аса, tb 的 连续 函数 ,此 时 , 称 积分 核 k(zx,1) 为 弱 奇 性 核 (weak sin- 
gularity kernel) ,相应 的 积分 方程 称 为 弱 奇 性 积分 方程 。 由 于 弱 奇 性 核 的 积分 方程 与 非 奇 
ЕЗЕТ 


(0<а<1) (1. 2-10) 


性 核 的 积分 方程 性 质 相似 ,有 时 也 称 弱 奇 性 核 的 积分 方程 为 拟 Fredholm 积分 方程 。 在 弱 
奇 性 核 中 ,有 一 类 特殊 的 核 称 为 平方 可 积 核 。 即 积分 核 k(z,t) 在 a<x,t<b 上 虽 不 连续 ,但 
却 是 平方 可 积 的 , 即 满足 


ff [ассо 124 
[асо асо, сае) 


Го аео, сае) 
例如 ,积分 核 


Ea 
0, (z<D 
RP, Fa DEKH а<т„<Ь 上 的 连续 函数 , 即 | F(z,t)|<<M( 有 限 常数 ) 


[f led ara = f arf; CED аср f arf, a posa 


Fas 
> 
КО; -| == 


-Pfi e-o 
M b-a)» 
20-2) (1-a) 
м Оа О, kG, ГАТ, 
连续 核 与 平方 可 积 核对 应 的 积分 方程 具有 离散 的 谱 (discrete spectrum) , 即 特征 值 是 有 
限 个 ,或 者 无 限 可 列 个 , 且 每 个 特征 值 的 秩 (rank or index) 是 有 限 的 , 即 每 个 特征 值 对 应 有 
限 个 线性 无 关 特 征 函 数 。 连 续 核 与 平方 可 积 核 积分 方程 的 这 种 性 质 成 为 区 分 Fredholm 积 
分 方程 和 非 Fredholm 积分 方程 的 依据 。 例 如 ,积分 区 间 含 co 的 积分 方程 ,或 者 具有 连续 
谱 ,或 者 特征 值 的 秩 为 无 穷 ,通常 归 入 奇异 积分 方程 。 
当 积 分 核 具 有 如 下 形式 : 
k (zi) = Ж? (1.21) 
此 时 ,积分 


Гь opwas f ED, a (1.2-12) 
通常 呈 发 散 的 ,但 如 果 对 h(x,t) 和 gp (2) 附加 一 些 限制 条 件 , 可 保证 
ту асоро | саол ство (1.213) 
即 在 Cauchy 主 值 积分 意义 下 存在 , 故 称 积分 核 为 Cauchy 奇 性 核 , 相 应 的 积分 方程 称 为 
Cauchy 奇 性 积分 方程 。 
当 积分 核 具 有 如 下 形式 : 


k см) = 60) 


ESTE 
此 时 积分 | z Сс, de 即使 在 Cauchy 主 值 积分 意义 下 也 不 存在 ,通常 称 为 超 奇 性 


Ca 二 1) (1.2-14) 


积分 。 为 了 使 超 奇 性 积分 | 4 (zst)p Od 有 意义 ,可 以 将 导致 积分 发 散 的 项 分 离 并 删 去 ， 


将 剩余 部 分 定义 为 积分 的 值 ,这 就 是 超 奇 异 积分 的 “有 限 部 积分 ”。 在 引入 超 奇 异 积分 “有 限 
部 积分 ”的 概念 后 ,相应 的 积分 方程 称 为 超 奇 异 积分 方程 。 

ERA. 2-7) 中 ,根据 a 的 不 同 取 值 ,方程 可 为 弱 奇 性 积分 方程 ( 0 < a < 1 ), Cauchy # 
异 积分 方程 (a= 1) 和 超 奇 异 积分 方程 ( a > 1). 

(5) 按 自由 项 f (z) 是 否 为 0 可 分 成 齐 次 (homogeneous) 和 非 齐 次 (imhomogeneous) 
积分 方程 。 当 f (x) = 0 时 称 相应 的 积分 方程 为 齐 次 积分 方程 ; 当 f (z) 天 0 时 称 相应 的 积 
分 方程 为 非 齐 次 积分 方程 。 对 于 一 个 非 齐 次 积分 方程 ,人 为 地 取 自 由 项 为 0, 就 得 到 一 个 与 
原 非 齐 次 方程 伴随 的 齐 次 积分 方程 。 非 齐 次 积分 方程 的 解 与 其 相伴 齐 次 积分 方程 的 解 有 紧 
密 的 联系 。 

由 于 积分 方程 形式 的 多 样 性 ,上 述 分 类 并 不 能 包罗 所 有 形式 的 积分 方程 。 除 上 述 提 到 
的 各 种 类 型 的 积分 方程 外 ,还 会 经 常 遇 到 下 列 几 类 积分 方程 。 

(6) 卷 积 型 积分 方程 (Convolution L. E) 。 卷 积 型 积分 方程 的 核 具 有 如 下 性 质 ， 


бх) =k(z =1) 4. 2-15) 
(7) 对 称 核 积分 方程 (Symmetric kernels L E) 。 对 称 核 积分 方程 的 核 具有 如 下 性 质 ， 
k (x,t) =k (t,x) (1. 2-16) 
ИЗИ FE SLE IPN ERA ENEN E 
k Сх) =k (t,x) (1. 2-17) 


则 称 为 Hermitian 核 积 分 方程 。 
(8) 退化 核 积 分 方程 (Degenerate kernels L E)。 退 化 核 可 以 表示 成 有 限 项 之 和 ,其 中 
每 一 项 都 是 两 个 因子 的 乘积 ,一 个 因子 仅 依赖 于 z, 另 一 个 因子 仅 依赖 于 г, 


k (x,t) = x. (z)b, (t) (1. 2-18) 


可 分 离 核 (seperable kernels) 可 看 成 是 退化 核 的 一 个 特殊 情况 ， HD k (2,0) =a (z)b (O, 
具有 退化 核 的 积分 方程 一 般 都 可 求 得 封闭 解析 解 (closed analytical solution) . 
(9) Wiener-Hopf 型 积分 方程 。 其 积分 核 和 积分 区 间 具 有 如 下 形式 : 


[Г ва-ороа= у) ао) (1. 2-19a) 


çG +A [7k серое = f(z), (Ore) (1. 2-19b) 


上 述 方程 分 别称 为 第 I 类 和 第 了 [类 Wiener-Hopf 型 积分 方程 。 
(10) 积分 -微分 方程 。 未 知 函数 不 仅 出 现在 积分 号 内 ,也 以 微分 形式 出 现在 方程 中 。 
例如 


IP G+ Fy зу со зу? (Dd (1. 2-20) 


以 上 ,从 不 同 的 角度 对 积分 方程 进行 了 分 类 ,但 也 应 该 注意 到 不 同类 型 的 积分 方程 之 
间 , 有 时 也 存在 相互 联系 。 如 Fredholm 积分 方程 与 Volterra 积分 方程 之 间 , 第 Т 25 3138 П 
类 Volterra 积分 方程 之 间 , 都 存在 某 种 联系 ,在 特定 条 件 下 还 可 以 相互 转化 ,例如 , 当 t> 
时 ,积分 核 (2,2) = 0, 则 Fredholm 型 积分 方程 
fa 


$C) +a [ikad f(z) (1.221) 
就 转化 成 Volterra 型 积分 方程 


$G) +a [Естай = FG) ‹1.2-22) 
对 于 第 工 类 Volterra 型 积分 方程 
[kanoa fa 4.223) 
两 边 对 z RFF 
kzag (a) + | AEDS d= f(z) (1.2-24) 
{kf Ja 48338 П Ж Volterra 型 积分 方程 
воо + D | 2 (taya | СЮ, (1.2-25) 


1.3 积分 方程 与 微分 方程 的 关系 


微分 方程 初 值 问 题 ,通常 可 化 为 第 了 类 Volterra 积分 方程 ;而 微分 方程 的 边 值 问 题 ,一 
般 地 可 化 为 第 了 类 Fredholm 积分 方程 。 


1.3.1 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 


对 方程 
y'(z)= f(x,y) 
ee (1.3-D) 
两 边 求 不 定 积分 立刻 得 到 
уб) =+ f faya a. 3-2) 


这 就 是 与 微分 方程 (1.3-1) 相对 应 的 积分 方程 , 它 是 第 I % Volterra 型 积分 方程 。 当 
SRF y 呈 线 性 时 ,该 Volterra 积分 方程 是 线性 的 , 当 f (х,у) ЖР y 是非 线 性 的 
时 ,该 Volterra 积分 方程 是 非 线性 的 。 


1.3.2 二 阶 常 微分 方程 


У (х) ta (z)y (z) +a, (z)y(z) = F(z) 


тте 3?(0) =, (0) =e Sra 

设 y'(z)= g (z) (1. 3-4) 
则 两 端 对 z 积分 并 利用 初始 条 件 y(0) = с, 可 得 

ус = F godita a. 3-5) 


再 对 两 端 继续 关于 z 积分 ,并 利用 初始 条 件 y (0) = co 得 
y(z)= FU padet a de +o = Гео ]|ди+аа+ (1.36) 
上 式 右 端 第 一 项 的 积分 区 域 如 图 1. 3-1 中 阴影 部 分 所 示 。 交 换 积分 次 序 后 ,可 得 ， 
= f [ешю ]й+ае+ 


图 1.3-1 交换 积分 次 序 的 示意 图 
= f (z= t)g(t)dt+ ciz + co 

将 式 (1. 3-4) , RA. 3-5) 和 式 (1. 3-7) 代 入 式 (1. 3-3) 化 简 后 得 : 
pa) + kr)p d= f(z) 


(1. 3-7) 


(1. 3-8) 


式 中 k (za) =a, (х) + aa (x) (х0): 
f G) = F (х) -clay (z) ¬ czas (х) — coa: (z), 


方程 (1. 3-8) FE || Ж Volterra 型 积分 方程 。 求 解 该 积分 方程 得 到 p (х) А, КАЗ 


(1. 3-7) 就 得 原 微分 方程 (1. 3-3) 的 解 (z0. 
对 于 阶 微分 方程 的 初 值 问题 ,利用 公式 


[i de [вт |! z= туу], «тю! сои ‹1. 3-9) 
亦 可 化 为 等 价 的 第 开 类 Volterra 积分 方程 。 
1.3.3 n 阶 线性 常 系数 微分 方程 初 值 问题 


对 于 方程 
н (z) tay (2) +++ +а„у(х) = F(z) (4:340) 
00) =со,у (0) = с ,у 0) Ec- 
设 у“? (z)=g (z) (1.3-11) 
则 
(1. 3-12) 


(х) = [ ФО) + en-1‏ ر 
Гео] dr+cn-iz+cn-z‏ = )57222 


= Í (z= и)ф (u)du + c,-iz + с„-› (1. 3-13) 


ара poan p teta‏ د د 


Z O F м cau” ca 
== | رمد دی‎ ee 


将 式 (1.3-11) 一 式 (1. 3-14) 代 入 式 (1. 3-10) 并 化 简 得 : 


+з садо (1.3-14) 


pa) + [kanp d= fa) 


M DN Sasu: 
Ж с) = D атуу 


‚ f G)=F (z) таа аз (сал+ са) = *** 
ей 


1.3.4 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 
[ +AyCz) = f(x) 


“tazte [ 


y(0)=y(D)=0 
设 )ر‎ = фб) 
MJ Уб) = JN Ф004 + с, 


эса) = | au | овака 


= | с-офой+ах+а 
利用 边 值 条 件 知 : 
a=- [а-офода 
cz=0 
RARA. 3-20) 得 
xQ) = | сорда [аа-а 


= с-ороа- |! а -оров- [za -dpd 
= iz- ороа+ f'ra- оро 


= f сс,ороё 
ї(х-1),0<г<хтх 
式 中 барр Se De 
将 式 (1. 3-18) 一 式 (1. 3-22) 代 入 式 (1. 3-17) ,化 简 后 得 
е) +à | серо f(z) 
RER I % Fredholm 积分 方程 。 
1.3.5 一 般 形 式 二 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问 题 


考虑 如 下 形式 二 阶 线性 微分 方程 
Ly(z) = F(z), 0<z<D 
式 中 , 工 是 微分 算 子 ,由 下 式 给 定 


¿ род | +9 
+10. 


(4. 3-15) 


(1. 3-16) 


(4. 3-17) 


(1. 3-18) 
(4. 3-19) 


(1. 3-20) 


(1. 3-21a) 
(1. 3-21b) 


(4. 3-22) 


(4. 3-23) 


(1. 3-24) 


(4. 3-25) 


(1. 3-26) 


对 于 初 值 问题 ,一 般 给 定 y(0) 和 у (0) ,下 面 推导 与 该 微分 方程 等 价 且 包 含 初 值 条 件 的 
积分 方程 。 


令 ва) 65 1.3-27) 
则 
Г g Е 
Чу = у соу + |, sods (1.3-28) 


уш) = у@) +zy (0) + | [f oas] az 


= (0) + zy 0+ [еса 


= y(0) + zy (0) + |, (z= DHDds (1.3-29) 
将 式 (1. 3-27) 一 式 (1. 3-29) 代 入 式 (1. 3-25) ,化 简 后 得 
pa) + [авсоф f(a (1. 3-30) 


AF f(z)= доо = y'(0)p' (a) = y(0)q(z) = z=<q(z)y (0) ]; 


kGz,s)= s [p (a) + (z= 9q(2)1, 
这 是 第 下 类 Volterra 积分 方程。 
1.3.6 一 般 形式 二 阶 线性 微分 方程 的 边 值 问题 


考虑 下 列 形 式微 分 方程 边 值 问题 
Ly(z) = F(z,y),(0<z<D 
ee +y (0) =0 (1. 3-31) 
ay(D + By’ (1) =0 
RPL 是 形式 如 式 (1. 3-26) 的 微分 算 子 。 端 点 条 件 亦 采 用 最 一 般 形 式 ,a,p 为 给 定常 数 。 
下 面 推导 与 其 等 价 的 积分 方程 。 
引入 两 个 线性 独立 的 辅助 函数 y: (z) 和 у; С) ,满足 齐 次 微分 方程 
1у,(х) =0,(@=1,2) (1. 3-32) 
并 分 别 满足 式 (1. 3-31) 中 的 端点 工 = 0 和 端点 z = 1 处 的 边界 条 件 。 一 般 地 ,与 式 (1. 3-31) 
等 价 的 积分 方程 是 


j; G(z,s)F(s,y(s))ds (1. 3-33)‏ = )ر 
式 中‏ 


Дэ (Оз, z< 
G(z,s) = 1 (1. 3-34) 
дуг)» (0), 225 


通常 被 称 为 问题 的 格林 函数 (Green”s function) ,其 中 ,A 为 确定 常数 。 下 面 说 明 如 何 确定 


常数 A, 从 而 间接 说 明了 等 价 性 。 
。11 。 


因为 方程 (1. 3-33) 与 式 (1. 3-31) 等 价 ,所 以 方程 (1. 3-33) 包 含 式 (1. 3-31) 的 所 有 解 。 对 
方程 (1. 3-33) 两 边 作用 微分 算 子 工 得 : 


Губ) = Í [LG(z,s]F(S)ds (1. 3-35) 
р Fa) = |, [LGCz,s1FCOdS 1. 3-36) 
上 式 若 成 立 , 必 须 满足 
LG(z,s) = 8(z ¬ s) (1. 3-37) 
式 中 ,8(z- 9) 为 Dirac delta 函数 。 
根据 6 函数 的 性 质 , 从 而 有 
lim | [rccz,p]dz=1 (1. 3-38) 
Ё ә БЕ! 
ш iner | -证 41. 3-39) 
将 式 (1. 3-34) 代 人 上 式 得 : 
9090 01009) = 585 (1.3-40) 
nG) xO 
в А= рб) 。 1.341 
АЧ Е Уз озар 


例 5 L= OSSD WARE y(0) = у) =0。 此 时 ,p(z) =1,g(z) =0, 两 个 
ишш 


X(z)=cir+c (4. 3-42) 
分 别 满足 边界 条 件 (a)y(0) = 0 和 (b)y(1) =0 定 出 , 即 
уб) == (1. 3-43a) 
ж»(а)=1-х (1. 3-43b) 
由 式 (1. 3-41) 确 定 系数 
£ al j 
4=|; + (1. 3-44) 


最 后 得 到 格林 函数 
al-s) A 


1 
G(z,s) = (1. 3-45) 


sU-z) 
a "92228 
前 面 讲 了 如 何 将 微分 方程 转化 为 积分 方程 ,事实 上 , 某 些 积分 方程 也 可 能 转化 为 微分 方 
程 ,如 Volterra 积分 方程 和 具有 对 称 核 的 Fredholm 积分 方程 。 
例 6 将 积分 方程 


[всоа= Тво 


化 成 微分 方程 。 
解 :两 边 微分 得 
. 12» 


$G) = a) +zgCz)] 


С) = 11860) 


例 7 将 积分 方程 。 
化 成 微分 方程 ba- | #ойш=е 
解 :两 边 微分 得 : 
#'(х)-#(х)=е 
对 应 的 初始 条 件 , 可 由 原 方程 观察 得 到 
$(0) =1 
即 原 积分 方程 等 价 于 
人 -$G)= e 
#0) =1 
例 8 将 积分 方程 
pœ -a |! kz Dd=0 
化 成 微分 方程 。 
式 中 
_ [coszsint, (0< r<) 
кез л рн 
解 : g(a) =Asinz [° совр) + cose "sinip( di 


¢ (2) = Асозт IN costp(t)dt + Asinzcoszp(z) – Asinz Í sintg(t)dt — Асоѕхзіплф(х) 
=hcosz| covg(o)dt-Msinz| вймрб)@ 

¢ (a) = -hsinz| cosgC(D de + Acoszcoszgla) —Асоз | sintp(t)dt+hsinrsinzg(z) 
=p) = А sine [° соза) + сока |" зро ] = Q - Dga 


由 观察 法 得 :p(r) =0,ф (0) =0。 
故 原 积分 方程 等 价 于 
е -Q- De(G)=0 
gn) =0,9 (0)=0 

一 般 地 ,将 微分 方程 化 成 积分 方程 时 ,要 用 到 微分 方程 的 初始 条 件 或 边界 条 件 , 即 积分 
方程 本 身 包含 了 初 值 条 件 和 边界 条 件 的 信息 。 将 积分 方程 化 成 微分 方程 时 ,将 会 失去 初 值 
条 件 或 边界 条 件 的 信息 ,因此 ,应 注意 补充 初 值 条 件 或 边界 条 件 。 换 句 话说 ,一 个 物理 问题 
既 可 以 用 微分 方程 描述 ,也 可 以 用 积分 方程 描述 ,用 微分 方程 描述 时 , 初 值 条 件 或 边界 条 件 
是 单独 给 出 的 ,而 用 积分 方程 描述 时 , 初 值 条 件 或 边界 条 件 已 隐 含 在 积分 方程 中 。 这 就 是 积 
分 方程 与 微分 方程 的 本 质 区 别 。 


1. 确定 连接 如 图 所 示 矩 形 OAPB 对 角 顶 点 O 和 己 两 点 的 曲线 y= HD ,使 过 曲线 上 任何 一 点 Q 作 垂直 
线 交 于 工 轴 的 C 点 所 围 成 的 几何 图 形 OCQ 的 面积 正好 是 对 应 矩形 ОСОР. 面积 的 二 。 


提示 ,| KOA = 十 zg(z) 转 换 成 微分 方程 ,W(z) = "сю, ва) = Ar 


2. 一 条 长 为 a 的 柔软 链条 从 如 图 所 示 曲 面 无 摩擦 滑 下 。 链 条 的 质量 密度 设 为 p(s) ,链条 位 于 曲面 上 
的 初始 长 度 设 为 mw ,初始 速度 设 为 wm, 求 任意 时 刻 : 位 于 曲面 上 链条 的 长 度 o(D) 。 


3. 把 下 列 微 分 方程 定 解 问题 化 成 积分 方程 。 
ЧУ акар sss 
у00) =0,у'(0)=2 
答案 ;,y(z) =1+ 2z- osr- Í: +2) суа 
D {> 5 а 
0) 20,00) =0 
答案 ;y(z) = 1- cosr- [ Cz-Dy(Dd 
У+у=0 
У0)= 0,00) =1 
HER iy) = z= Ca- Dy dt 
У -5y +6у=0 
y0) =0,y 0) =1 


(3) | 


(4) { 


РЖ уб) = r+ | [5-6(х-01у(0й 
У +4у= f(a), (0<r<x/2) 

y(0) =0,y(x/2) =0 

P +a p= F[z,$(z)],(0<z<D 
KO = 不 D =0 

ERKE = | Gead FEO Jdss 


5) { 


(6) { 


= (wsinw!) sinwrsinw(l — s) х5 


G(z,s) = [ 
— (sina) ! sinw Cl- z)sinos,z2>s 
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4. 把 下 列 积分 方程 化 成 微分 方程 并 求解 。 

Dgr- [epod Жар) 2-5 

D fi epCOd=z 答案 :g(z) = 1-е 
O бә) =2 |, ксеро, 


coszsint, OSE 


к .oO=1{ 
EEO ске 


W #29 =1+2 |" жоё 
O айа) = a + |" ods 


(O # = (а) ta |, соё 
ODEN (byJ(z)=zM= ®1 

G) KG) = f(z +A |е sin(z = (sds 
(ауа) = 2415 уба) ед2 


+15 


2 Hilbert 空间 与 线性 算 子 


21 度量 空间 


集合 是 最 原始 的 数学 概念 之 一 ,一 般 地 说 ,在 一 定 范围 内 的 个 体 事物 的 全 体 被 看 作 一 个 
整体 时 , 称 这 个 整体 为 一 个 集合 ,其 中 每 个 个 体 事物 叫做 该 集合 的 元 素 , 下 面 举 出 几 个 集合 
的 例子 。 

例 1 4,7,8,3 四 个 自然 数 构成 的 集合 。 

例 2 全 体 自然 数 。 

例 3 0 与 1 之 间 的 实数 全 体 。 

例 4 平面 上 的 向 量 全 体 。 

集合 可 以 通过 列举 其 元 素来 定义 , 记 为 

A= {a,b,c} 
也 可 以 通过 该 集合 中 各 元 素 必须 满足 的 条 件 已 来 定义 , 记 为 
А = (хіх ЖАЯР) 

集合 中 的 元 素 之 间 存在 着 某 种 关系 ,也 就 是 说 集合 内 部 有 一 种 结构 。 例 如 ,对 于 全 体 实 
数组 成 的 集合 ,我 们 不 仅 关心 一 个 个 的 实数 ,而 且 关心 它们 的 大 小 和 它们 之 间距 离 以 及 研究 
实数 间 的 运算 。 距 离 就 是 一 种 结构 。 有 了 两 点 之 间 的 距离 就 可 以 定义 区 间 和 领域 ,进一步 
研究 极限 ,连续 ,可 导 等 问题 。 习 惯 上 ,把 集合 中 元 素 间 有 某 种 关系 或 某 种 结构 的 集合 叫做 
空间 。 其 中 距离 的 概念 如 下 。 

W X 是 一 个 集合 , 若 对 于 X 中 任意 两 个 元 素 工 ,y, 都 有 唯一 确定 实数 d(z,y) 与 之 对 
应 。 而 且 这 一 对 应 关系 满足 下 列 条 件 : 

GD)d(z,y)20,d(z,y) = 0 的 充 要 条 件 是 工 = y; 

(2)d(z,y)d(z,z) + d(z,y), 对 于 任意 = 都 成 立 ， 

W асс, у) х,у 之 间 的 距离 。 

定义 了 距离 d(z,y) 的 非 空 集合 X 称 为 度量 空间 或 距离 空间 ,一 般 记 作 (X,d)。 如 果 
(X,qd) 是 度量 空间 ,Y 是 X 的 一 个 非 空 子 集 , 则 (Y,d) 也 是 一 个 度量 空间 , 称 为 (X,d) 的 子 
空间 。 下 面 给 出 度量 空间 的 几 个 例子 。 

例 5 设 二 维 空间 中 任意 两 点 

z= (f sy = (п.т) 
规定 距离 
d(z,y) = CÊ = p+ р)? (2.1-1) 

容易 验证 d(z,y) 满 足 距离 的 条 件 , 一 般 地 称 这 样 规定 的 d(z,y) 为 欧 几 里 得 距离 ,而 称 规 
定 了 距离 的 二 维 空间 为 二 维 欧 氏 空间 , 记 作 (RR?,d)。 类 似 地 三 维 欧 氏 空间 , 记 作 (R?,d), 而 n 
维 欧式 空间 , 记 作 (R",d)。 需 要 指明 的 是 ,距离 可 以 有 各 种 不 同形 式 ,如 在 R" 中 除了 
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daz, = [DD E-r] 2.1-2 
还 可 以 有 
d,(z,y) = тах|& -y| (2. 1-3) 


de = Ў] (2.1-4) 
容易 验证 ,di (zx,y) 和 d,(z,y) 也 满足 距离 的 条 件 。 
例 6 离散 度量 空间 。 
设 X 是 任意 非 空 集 合 ,对 X 中 任意 两 点 z,yEX, 令 
d(z,y) = еи (2.1-5) 
容易 验证 d(z,y) 满 足 距离 的 条 件 , 称 (X,d) 为 离散 度量 空间 。 
例 7 数列 空间 性 。 
令 让 表示 实数 列 或 复数 列 的 全 体 ,对 "中 任意 两 点 
х= (&,&,"Эзу= Mhm) 
规定 
dGz,y)=sup|& 一刀 | (2. 1-6) 
易 证 性 按 a(z,y) 成 为 度量 空间 。 
例 8 有 界 函 数 空间 。 
设 A 是 一 给 定 集合 , 令 BARR A 上 有 界 函 数 的 全 体 。 对 B(A) 中 任意 两 点 tsy, 
规定 
: d(x,y) = supl z0) -ув)| (2.1-7 
ЯЛЕ B(A) 按 4(z,y) 成 为 度量 空间 。 
例 9 连续 函数 空间 C [а,Ь]. 
< С [a,b] 表 示 定 义 于 闭 区 间 [a,5] 上 连续 函数 全 体 ,对 C [a, 刀 中 任意 两 点 z,y, 规 定 
d(z,y) = max| z() -ув)| (2. 1-8) 
ЯЛЕ С [а,Ь |$ d(z,y) 成 为 度量 空间 。 
设 X=(X,d) 是 度量 空间 , (x, Hk X 中 的 点 列 ,如 果 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 正 整数 N 
(e) ,使 得 对 任意 n,m> N(e) ,都 有 d(x, ,zn)<e, 则 称 {zx} 是 X 中 的 柯 西点 列 ,如 果 度 量 空 
间 (X,d) 中 的 每 一 个 柯 西点 列 都 在 (X,d) 中 收敛 ,那么 称 (X,d) 是 完备 的 度量 空间 。 


2.2 线性 空间 


对 于 集合 中 的 元 素 不 仅 可 以 定义 距离 的 概念 ,还 可 以 对 不 同 元 素 进行 加 法 与 数 乘 的 代 
数 运算 。 设 X 是 一 非 空 集合 , 在 X 中 定义 元 素 的 加 法 和 数 乘 运算 如 下 : 
(1) 对 任意 x,y, 存 在 wEX 与 之 对 应 , 记 作 wu=z+y, 称 为 z 与 y 的 和 ,并 满足 
D z+y=y+zi 
2) z+y)+z=zx+(y+z); 
3) 在 X 中 存在 唯一 元 素 9, 使 对 任意 EXA 2+0= r ROX 的 零 元 素 ; 
。17 。 


4 对 X HEETE 1 EX, PEETER z EX, 使 z+zx =0, 称 xz 为 x 的 负 元 素 , 记 
E-r. 

О) HF X 中 的 每 个 元 素 zEX, 及 任何 实数 (或 复数 )a, 存 在 元 素 u € 与 之 对 应 , 记 
作 u=az, 称 为 a 与 x 的 数 乘 ,并 满足 

0 1 х=25 

2) а(х) = (ab)z; 

3) (a+ b)z=az+bz, 


称 定义 了 加 法 与 数 乘 运算 的 集合 X 为 线性 空间 或 向 量 空间 ,其 中 元 素 称 为 向 量 。 下 面 是 一 


些 线性 空间 的 例子 。 
例 10 В". 
若 对 R" 中 任意 两 点 
х= CRE) YE орот) 
和 任意 实数 a, 定义 
x+y = (f + ,& tmiss tn) (2. 2-1a) 
ах = (аё аб ,"** aê.) (2. 2-1b) 


MJ R” 按 上 述 加 法 和 数 乘 运算 构成 线性 空间 。 
例 11 C [a,b]. 
车 对 C [a, 妆 中 任意 两 个 元 素 zx,y а, 
(z+ y)(D = x() + y(t), tE [a,b] (2. 2-2a) 
Caz) (t) = az(), t€ [a,b] (2. 2-2b) 
MJ C [a,6] 按 上 述 加 法 和 数 乘 运 算 构 成 线性 空间 。 
例 12 数列 空间 上。 


i = (6 名,…-) 是 实数 列 或 复数 列 ,如 果 六 |51?*<oo, 则 称 数列 (6 ое. 次 收 


伍 数 列 , 户 次 收敛 数列 的 全 体 记 为 !*。 对 任意 z, € p E 
z+ y= (f tph tmt Жэ" (2. 2-3a) 
az= (afi sab," aB, s) (2. 2-3b) 
易 证 17 成 为 线性 空间 。 
设 久 是 线性 空间 ,Y 是 X 的 非 空 子 集 ,如 果 对 任意 x,yEY, 及 任何 数 a, 都 有 z+ yEY 
Razr € Y,BB2Z Y RX 中 加 法 和 数 乘 运算 也 是 线性 空间 , 称 为 X 的 子 空间 。X 和 {0} 是 X 
的 两 个 典型 的 子 空间 , 称 为 平凡 子 空间 , 若 XAY, WP Y 为 X 的 真子 空间 。 


Baixar Xn 是 线性 空间 X 中 的 向 量 ,am，…，an 是 m 个 数 ， CEL EN 


x, 的 一 个 线性 组 合 。 它 们 构成 线性 空间 X 中 的 一 个 子 空间 ， ЖОПЫ xı Е 
x, автан, 记 作 span (Xx sx2 Xm} o 
对 于 线性 空间 X 中 的 向 量 x, 有 nt 个 不 全 为 零 的 数 a1 аз ,an 使 得 
Xi tax + Жах =0 (2. 2-4) 
Ж ri, x; x, 线性 相关 ,否则 称 为 线性 无 关 。 
设 M 是 线性 空间 X 中 线性 无 关子 集 , 如 果 spanM = X, 则 称 M 的 基数 为 X 的 维 数 , 记 
. 18* 


为 dim X,M 称 为 X 的 一 组 基 , 如 果 М 的 基数 为 有 限 数 , 则 称 X 是 有 限 维 线性 空间 ,否则 称 
X 是 无 限 维 线性 空间 。 例 如 , В" 是 有 限 维 线性 空间 ,而 С [a,5] 是 无 限 维 线性 空间 。 


2.3” 赋 范 线 性 空间 与 Banach 空间 


赋 范 线性 空间 是 一 类 特殊 的 度量 空间 ,在 赋 范 线性 空间 中 ,元 素 之 间 不 仅 有 距离 ,元 素 
之 间 也 可 以 相 加 和 数 乘 ,而 且 每 个 元 素 有 类 似 于 普通 向 量 长 度 的 量 叫做 范 数 。 
定义 2.3-1 设 X 是 线性 空间 ,如 果 对 每 一 个 元 素 z€ X, 有 一 个 确定 的 实数 , 记 作 
М || 与 之 对 应 ,并 满足 
(1) П || >0, MEM х=0 8,9 121 =0; 
(2) 对 任意 实数 或 复数 a, 肌 az = lal 115 
(3) 对 任意 zx,yEX, 有 1z+yll 和 lzl+lyl， 
则 称 || z || 为 元 素 z 的 范 数 , 称 定义 了 范 数 的 X 为 赋 范 线性 空间 。 完 备 的 赋 范 线性 空间 , 称 
为 巴 拿 赫 (Banach) 空 间 。 下 面 是 一 些 赋 范 线性 空间 的 例子 。 
@ 13 网 氏 空 间 R", 对 每 个 x=(&, 色 ,…,&)E RR", 定 义 
I xll = /la +ТеТ +=. + Т, (2. 3-1) 
MJ | x | ER” 中 的 范 数 ,又 因为 R" 是 完备 的 , 故 RR" 是 Banach 空间 。 
例 14 C [a,b], 对 每 个 TEC [а,Ь], Ж 
11 = max| z) | (2. 3-2) 
< 
容易 证 明 C [a,6] 是 Banach 空间 。 
例 15 空间 L'[a,b] 
设 Л) а,Ь) БНЗ АГ ВА, 2220. АП | f(z) |° 是 [a,5] 上 工 可 积 函 数 , 则 称 
f(D 是 [a,6] 上 的 记 方 可 积 函 数 。[a,5] 上 的 记 方 可 积 函 数 的 全 体 记 为 L*[a,5]。 对 于 每 一 
个 fEL?[a,5], 定 义 


171, = (j; Іо) (2. 3-3) 


可 以 证 明 , 当 p>1 时 ,L*?[a,5b] 按 是 ,构成 Banach 空间 。 
对 于 空间 L?[a,5] 有 下 列 两 个 重要 不 等 式 : 
(1) Holder 不 等 式 。 


设 p>1 $ + 1 =1,7Є17[а,6],8Є1л[а,6), ЖА f(D OE L ETR, 


Ë лова а SAE 

(2) Minkowski 不 等 式 。 

#p21,f,g€ L*[a,b],B8Z f+g€1L*[a,b),3FB | / + к | „< | / |, + gi。。 利 
用 上 述 两 个 不 等 式 ,就 可 以 证 明 LP[a,6]# Banach 空间 。 


2.4 内 积 空间 与 Hilbert 空间 


在 二 维和 三 维 空间 中 ,向 量 不 仅 有 长 度 还 有 方向 ,因而 两 个 向 量 之 间 存在 夹 角 。 从 向 量 
夹 角 的 概念 还 可 进一步 引出 正 交 , 投 影 等 概念 。 在 赋 范 线性 空间 里 ,向 量 虽 有 了 长 度 的 概 
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念 ,但 还 没有 角度 的 概念 ,能 否 把 普通 向 量 的 正 交 等 概念 引入 到 线性 空间 呢 , 答 案 是 肯定 的 。 
定义 2.4-1 设 X 是 复线 性 空间 ,如 果 对 和 中 的 任意 两 个 元 素 z,y, 有 一 个 复数 (z,y) 
与 之 对 应 ,并 且 满 足 
(1) (z,z) 过 0, 当 且 仅 当 z=0 时 ,(z,z)=0; 
(2) (az + By,z) =a(z,z) + #Су,) sap ЖЕМ; 
(3)(z,y) = (уза), 
则 称 (z,y) 为 z 与 y 的 内 积 ,而 称 定义 了 内 积 的 空间 X 为 内 积 空间 。 
从 内 积 的 定义 ,可 得 出 等 式 


(zsay + Be) =a(z,y) + B(z,z) (2. 4-1) 
如 果 和 是 实 线性 空间 , 则 有 
(т,ау+ Bz) =a(z,y) + B(z,z) (2. 4-2) 
(х,у) = (y,z) (2. 4-3) 
对 内 积 空间 X EX 
П = /G,z) (2. 4-4) 
则 显然 有 
(1) | zl 20; 
(2) а |1 =lel хз 


进一步 利用 Schwarz 不 等 式 
Ге ЫЕ АРАК ЕТ (2. 4-5) 
式 中 ,z,yEX( 内 积 空间 ), 可 以 证 明 : 
G) 1z+yl 和 lzl+llyll， 
称 由 式 (2. 4-4) 定 义 的 范 数 | z | 为 由 内 积 导 出 的 范 数 。 由 内 积 导 出 的 范 数 满足 平行 四 边 形 
公式 
lz+yllz+lz-ylz=2Clzlz+llyl2) (2. 4-6) 
E 2. 4-1 Ë R2 中 平行 四 边 形 恒等式 的 几何 解 
释 , 即 平行 四 边 形 的 两 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 四 边 
长 度 的 平方 和 。 内 积 空间 的 范 数 是 由 内 积 导 出 的 , 它 
满足 平行 四 边 形 恒等式 (parallelogram identity) ,而 当 
范 数 满足 平行 四 边 形 恒等式 时 ,内 积 也 可 以 由 范 数 表 
示 , 称 为 极 化 恒等式 (polarization identity), 当 X 是 实 
内 积 空间 时 ， 


ЕЛЕЕ 
图 2.4-1 平行 四 边 形 恒等式 的 几何 解释 (2. 4-7) 
当 义 是 复 内 积 空间 时 ， 
Со = ztyl Пау 1+ Пау а (2.48) 
由 于 任何 一 个 内 积 空间 都 可 由 内 积 确定 一 个 范 数 ,因此 ,内 积 空间 又 是 赋 范 线性 空间 的 
特殊 情形 。 如 果 内 积 空间 作为 导出 范 数 下 的 一 个 赋 范 线性 空间 是 完备 的 , 则 称 为 Hilbert 
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空间 ,或 者 说 Hilbert 空间 是 一 个 特殊 的 ( 范 数 是 由 内 积 导 出 的 ) 巴 拿 赫 (Banach) 空 间 。 
下 面 是 一 些 内 积 空 间 的 例子 。 
例 16 平方 可 积 函 数 空间 L?[a,5]。 对 Lla b] PERTE ry EX 


a= [0050 2.49) 
易 知 L2 [а,Ь] РА 8], ELEM 
1 zll = Vz,z) (2. 4-10) 


MJ LCa, b] Hilbert 空间 。 
在 平方 可 积 函数 空间 ,有 两 个 重要 的 不 等 式 : 
(1) Schwarz 不 等 式 
Ра 1А + П 
证 明 : 设 f,g€ L'[la,b], W 


š A 
88а 
,DE ,IDD 
LP-2- gg) ` (ge) > 
(f, f) * (gsg>|Cf,g)|? 
即 DISI ° Nall 


(2) Minkowski 不 等 式 
f+*gl<lfl+lzl 
证 明 :利用 Schwarz 不 等 式 知 
СПА + Па = ПАП + [#ї?+2 ПА zl 

267, Р + (вв) +2 | (f,g)| 
219) = (f,g) + Св) 
СПА + ЇЇ? SSP + (g,g) + (f,g) + (g, f) 
=(f+g,f+g) 
= 17+ 1° 
即 ДЇ + [к >[/+к&1 

#117 平方 收敛 数列 空间 已 。 对 P 中 的 任意 数列 


Z= (аллоу) y= (ryz Ü sss) 


жм 


定义 
Gy) =, (2. 4-11) 
Па = /G,z) (2. 4-12) 
Jl 2 H Hilbert 空间 。 
在 平方 收敛 数列 空间 P 中 ,由 不 等 式 
Уа) lal ly (2. 4-13) 


和 Cauchy 不 等 式 
。21 。 


111 È lal? Dll? (2. 4-14) 
可 得 Schwarz 不 等 式 
|Gy)|<l =l lll (2. 4-15) 
它 是 对 三 维 Euclidean 空间 里 
2 (x,y) = | xl || y || соз а, (а 为 向 量 x 5 y 的 夹 角 ) 
在 无 限 数列 空间 的 推广 。 此 外 ,在 2 中 还 有 下 列 三 角 不 等 式 成 立 
lz+yl<lzl+ lyl (2. 4-16a) 
Ї{х-у{<х( + у! (2. 4-16b) 
#118 当 p 了 2 时 ,不 是 内 积 空 间 。 
令 z=(1,1,0,…),y=(1-10…), 则 zyEt。 IB 121 = 151 =2;,lz+yl = 


Пе y || =2, 平 行 四 边 形 公式 不 满足 ,这 说 明 1*(p 取 2) 中 的 范 数 不 能 由 内 积 导 出 ,因而 不 
是 内 积 空间 。 

记 R"= (x= (аон) оодоо, E R), R" ФИО х (доло, од) л 
维 实 向 量 。 在 定义 了 加 法 和 数 乘 运算 


xX+YAC t yuz t yz." z, t Ya), (x,y€ R") (2.4-17) 
aX Сол, зат," saz.) ,(a€ R, xE R") (2. 4-18) 

后 , 称 R" 为 实 线性 空间 或 实 向 量 空间 。 定 义 了 内 积 运算 
(х,у) = Zi + za + *** + Tan (2. 4-19) 


后 , 称 R" 为 n 维 欧 几 里 得 空间 (n -dimensional Euclidean space) ,也 记 作 E". 4 п<3 时 , 称 为 
几何 空间 , 当 n>3 BF, E 已 没有 直观 性 。R" 是 定义 在 实数 集 民 上 的 一 个 空间 ,而 称 定义 在 复 
数 域 C 上 的 欧 几 里 得 空间 为 西 空间 (unitary space), 记 作 C" ,在 西 空间 ,内 积 定义 为 
(х,у)=хт\ў, +2292 + + Tan (2. 4-20) 

从 而 有 (x,y) = Cy,x)。 西 空间 与 欧 几 里 得 空间 内 积 结构 的 差异 确保 了 两 者 在 长 度 、 距 离 和 
正 交 等 概念 上 的 一 致 。 

希 尔 伯 特 空间 是 一 种 最 接近 于 R" 的 无 限 维 空间 ,类 似 于 R" 中 向 量 及 个 基 向 量 一 
样 , 希 尔 伯 特 空间 有 可 数 个 基 向 量 。 现 在 将 RR" 中 正 交 与 投影 的 概念 推广 于 一 般 的 内 积 
空间 。 

定义 2.4-2 设 X 是 内 积 空间 ,如 果 X 中 的 两 个 元 素 z HA y 满足 (z,y) = 0, 则 称 z 与 
y 正 交 (orthogonal), 记 作 z Ly, KV Æ X 的 子 集 ,zEX, 如 果 对 YyEV,z у, У 
V EX IHE = LV, KA (z€ X|: V} 称 为 Y 的 正 交 补 (orthogonal complement), 记 作 
V+, 设 V 与 W BEX 的 两 个 子 集 ,如 果 z|y, YrEV,yEW, 则 称 V 5 W 正 交 , 记 作 VV 
kW; 

下 述 性 质 可 由 定义 直接 推出 。 

D ху |+ = |z-yl, 且 z+y?= 112+ 15 РО АЕ): 

(2) z Ly, МуЄХех=0; 

(3) V,WC X, R VLWSVCWŁ,WCVŁ; 

(4) VCWCX=V-: DW; 
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(5) VCXSV+ ПУ = {0}.- 
定义 2.43 ЖУ, УУ риа] X 的 两 个 线性 子 空 间 , 且 V, LV:, 则 称 集合 V= 
{zı +215. € V, ,z> € V, ) 28 V, 55 У, 的 正 交 和 (orthogonal sum), 记 作 V=VGV:。 
从 正 交 和 的 定义 可 以 引出 在 Hilbert 空间 中 占有 重要 地 位 的 投影 概念 。 
定义 2.4-4 设立 是 内 积 空间 X 的 线性 子 空 间 ,zEX, 如 果 有 >EV,z У, х= y+ 
z; 则 称 > 是 工 在 六 上 的 正 交 投影 (orthogonal projection) 或 简称 投影 , 记 作 y= Рус. 
一 般 地 说 ,对 于 内 积 空间 X 的 任 一 元 素 z 与 任 一 线性 子 空间 V,z 在 V 上 的 投影 Pvz 
不 一 定 存在 。 如 果 Рух 存在 的 话 ,由 定义 知 它 满足 
(z-Pvz,y)=0,(YyEV) (2. 4-21) 
那么 在 什么 条 件 下 ,z ЕУ 上 的 投影 一 定 存 在 呢 ? 
定理 2. 4-1 (投影 定理 ) 设 V 是 内 积 空间 X 的 完备 线性 子 空间 , 则 对 任何 xEX, 存 在 
唯一 的 yEV, 使 得 >= Pvz ,而 且 
lz-yl =minl|z=-zl (2. 4-22) 
即 y 是 V РИ z 最 近 的 点 。 
投影 定理 是 希 尔 伯 特 空间 理论 中 极为 重要 的 一 个 基本 定理 。 它 表明 用 V 中 的 元 素 z 
来 通 近 z, 当 且 仅 当 z 等 于 z 在 V 上 的 投影 》 时 ,逼近 的 效果 最 佳 。 
例 19 BEV = span {ziyz,…ze} 是 内 积 空间 X 的 一 个 完备 子 空间 ,rEX, 寻 找 n 个 
Жат sai зо ,使 得 


læ- Bara: = mi | z- Baz: l 


解 :因为 V 是 完备 子 空间 ,由 投影 定理 知 , 必 存在 唯一 y= Der z EVE |z- yl 
达到 最 小 ,而 且 (z- у) LV Сс - yz)=0,YzEV。 这 等 价 于 
(х-у,л)=0, (k=1,2,--,n) 
或 者 


Уа (isz) = (zz), (k=1,2,--,n) 


# mm yz，…zs 是 标准 正 交 基 , 则 得 
af = (хухь), (Ё=1,2,+*,п) 
定义 2.4-5 设 V 是 内 积 空间 X 的 非 空子 集 , 如 果 V 中 任意 两 个 元 素 都 正 交 , 则 称 V 


H X 的 一 个 正 交集 (orthogonal set) ,如 果 正 交集 V 中 每 个 元 素 的 范 数 均 为 1, 则 称 У 为 规 
范 正 交集 (normalized orthogonal set) 。 


正 交集 有 下 列 性 质 : 
(1) 对 正 交集 M 中 任意 有 限 个 元 素 zi ,zx;,…,z,, 有 
la +z + “+z? = Wa N? + [л ll? + °+ а, 12 (2. 4-23) 


事实 上 ,由 于 М 中 向 量 两 两 相交 ,所 以 
Ш Dz [= (SaDa) =È rz) =È EAK (2. 4-24) 


2:938 


(2) EZR M 是 六 中 的 线性 无 关子 集 . Hr s1212, € M, mao 为 n 个 数 ,由 


Ушан =0 
得 (六 arm)=0; 进 - 步 有 wm(mz)=0, 从 而 w || z; |2 =0. 
因为 
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а =00=1,2,…,n)。 这 就 说 明 zi әл z 是 线性 无 关 的 。 
ШУ = {z} 人 ,是 由 非 零 向 量 组 成 的 正 交 序 列 , 则 V 是 线性 无 关 的 ,按照 格拉 姆 - 施 
密 特 (Gram - Schmidt) 正 交 化 方法 , 即 按照 递 推 公式 
xz. ==, — SEON = 12, 1 7'2,,00=1,2,-) (2. 4-25) 
ГЕП 
可 以 得 到 一 个 规范 正 交 化 序列 
WE {ynie 
使 得 
span (z,|z,€ V) = span (y,|y,€ W) 
在 内 积 空间 中 引入 规范 正 交 和 集 的 目的 是 要 把 空间 中 的 向 量 关于 规范 正 交 系 展开 成 级 数 
形式 。 


定义 2.4-6 EVE {a ) 字 ,是 内 积 空间 的 规范 正 交 序列 ,zE ХНН Ў) rede 为 函数 
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z 关 于 VV 的 传 里 叶 级 数 (Fourier series) RAPE nt FE 7F 5k (Fourier expansion)。 而 称 数 集 
(2,6) le; EV) 为 函数 工 关于 规范 正 交集 V 的 傅 里 叶 系 数 集 (Fourier coefficients set), 
伟 里 叶 系数 ,具有 下 列 性 质 : 


а) lz- È ее {= аео 
D lz- Zee, 1>1z- Dae Der ll JEP а заз "a, 为 任意 n 个 数 。 
证 明 ;对 任意 个 数 ,有 
12-а, 1? = (k= Siqa ya Ула) 
m isi т 
=(х,х)- (гау = GD) + Ce Salas) 
isi ist isi рч 

= || z ||? - 2Re SC 5314 [z 

Фа = (ze) RAER 


Izl? -È сед lz- Dae; ll >0 
利用 性 质 (1) , 知 


læ- Že, = lz- ое = еа 112-1 о!) 
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= У) [а - (е) [2220 
= 


这 样 就 证 明了 性 质 (2) , 

上 述 性 质 (1) 实 际 上 就 是 贝 塞 尔 不 等 式 。 

定理 2. 4-2 〈 贝 塞 尔 不 等 式 (Bessel inequality)) 设 {e } 是 内 积 空间 X 中 的 有 限 或 可 数 
规范 正 交 系 ,那么 对 每 个 xEX, 有 下 列 不 等 式 成 立 


X e)l? l| z l (2. 4-26) 


M (e, )7- EF PRI HERE ,_EZBSE FERS IEM SHEA CO) Н HEB ELH], Ч (e; 12, ЖЕТЖ 
无 限 多 个 向 量 时 ,只 须 在 证 明 过 程 中 令 п->оо, 

利用 上 述 性 质 不 难 证 明 下 面 关于 Fourier 级 数 收敛 性 的 定理 。 

定理 2.4-3 设 {e }) 为 Hilbert 空间 中 的 可 数 规范 正 交 系 ,那么 


O ананна) ALES 


(2) IHEM z€ X, аж (zyei)e 收 敛 。 


现在 分 析 在 什么 条 件 下 ‘Bessel 不 等 式 可 变 成 等 式 。 为 此 首先 引入 完全 规范 正 交 系 的 
概念 。 

定义 2.47 设 V= (е). EARS X 的 规范 正 交 集 ,而 且 У- = {0} 即 当 且 仅 当 
xz=0 时 ,z | V(rEV), ябу 的 完全 规范 正 交 集 , 即 在 完全 规范 正 交 系 中 不 可 能 再 加 
进去 新 的 不 为 零 的 函数 ,构成 更 大 的 规范 正 交 系 。 

定理 2.4-4 〔〈 帕 塞 瓦 尔 定理 ) 设 V= (e,) Jë Hilbert 空间 X 中 的 完全 规范 正 交集 , 则 
对 每 一 个 zxEX, 有 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 成 立 


zl =D |e)? (2. 4-27) 
= 


2.5 线性 算 子 


定义 2.5-1 设 X,Y 是 两 个 线性 空间 ,定义 于 QC X 而 取 值 于 Y 的 映射 T 称 为 算 子 
(operator)。QCX 称 为 T 的 定义 域 (domain), 记 作 D (T); D CT) WIR Ж. 
{yEYly=Tz,zED(T) } 称 为 了 的 值 域 (range), 记 作 R(T. 

若 对 任意 r, ,zzED(T) 和 任意 常数 a, B AF T W E 

T(azi + Rr») = Тл. + B Tz: (2. 5-1) 
则 称 算 子 T 为 线性 算 子 。 
若 线性 算 子 T 还 进一步 满足 
1Tzll><M lzl, (2. 5-2) 

则 称 T 为 有 界线 性 算 子 (bounded linear operator) ,其 中 M 为 有 限 常 数 , || ° |. 和 
Пе ll, 分 别 为 赋 范 空间 X,Y 的 范 数 。 

定义 2.5-2 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,对 任何 x1, x: EX 与 给 定 的 二 0, 存 在 
6>0, 使 得 当 

Il z = z 1.5 
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时 ,有 
|| Tz; ~ Tz» || ,<e 

则 称 T 为 X 到 了 的 连续 线性 算 子 。 

定理 2.5-1 赋 范 空间 X 到 赋 范 空间 Y 的 线性 算 子 T 为 连续 线性 算 子 的 充 要 条 件 是 : 
算 子 T 是 有 界线 性 算 子 。 

这 一 定理 表明 ,对 于 赋 范 空间 之 间 的 线性 算 子 ,连续 性 与 有 界 性 是 等 价 的 。 

另外 ,从 赋 范 空间 X 到 赋 范 空间 Y 的 映射 或 算 子 有 很 多 ,所 有 这 些 算 子 的 集合 , 记 作 工 
(X,Y) ,如 果 对 任意 算 子 ,TEL(X,Y) 及 任意 数 a,p， 


(aT, * ET.)z = aT,z + 2, (V z€ X) (2.5-3) 
则 工 (X,Y) 构 成 一 个 线性 空间 。 这 样 算 子 也 可 有 范 数 的 概念 。 令 
ITI = ар (Eb zex, Iz 1.0) 02.54) 


称 为 算 子 的 范 数 。 于 是 L(X,Y) 成 为 赋 范 线性 空间 。 容 易 验证 
ITI =sup {|| Tz ||, lz€X, | zl:=1} 
=inf (M| || Tz || ,<M || z ||, Vz€ X) (2. 5-5) 


现在 来 考虑 算 子 序列 {T, 
lim || T, -TI =0,T€ L(X,Y) (2. 5-6) 


ИКЕЛЕ (T. 52. OK F ВОСОК Т. ШЖ. (T, ) 2 RE TTK T, UE X 中 
的 任意 有 界 集 上 ， 
limllTz-Tzl=0 (2. 5-7) 
一 致 成立。 因此 , 按 算 子 范 数 收敛 又 称 为 一 致 收 剑 。 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 , (ТСЕ. 
(CX, 六 中 的 一 个 序列 ,如 果 对 每 一 个 <E X, 有 
lim 1Т,= -Тх || =0 (2. 5-8) 
ШУЛ (T, с. KA T. A FEER PEET FE IUE TE O SCT DIHE HH 3R AK, E 2 M 
FR. 
#120 设 A(z,b) 是 定义 在 矩形 a<r, b 上 的 可 测 函 数 ,满足 


[Гео ааа оо 


对 任意 的 TEL?(a,b), 若 令 
уо = TDA f ва, 
则 由 Schwarz 不 等 式 得 
КОБА ТЕЛИК 


f lola ОЕ е асо аз 


lyi «(| |kG, s) гаа)? lzll 


因此 ,y€EL?(a,b), 即 本 是 (a,5) 到 自身 的 一 个 有 界线 性 算 子 。 对 于 L? a bD WREE 
义 算 子 范 数 
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lz. = „вео lasar 


Ж АБАТ РЕ 
定义 2.5-3 设 X,Y,Z 都 是 赋 范 线性 空间 ,TEL(X,Y),SEL(Y,Z) , 则 T 与 S 的 乘 
积 (multiplication)ST 是 属于 L(X,2), 且 
(SDzr=S(Tr) Vz€X (2. 5-9) 


则 上 式 可 写成 


算 子 乘积 具有 下 列 性 质 

(1) RST= R(ST) = (RS)T (associative law); 

(2) S(T, +Т›) = ST + ST (distributive law); 

(3) (5, + Sa)T=SIT+ST; 

(4) (aS) (8T) = (afST; 

(5) ISTI<ISH WITH; 

(6) T = Lr= z) ,T' =T, T” =T * T"; 

(7) RRF ,T T, TT, ; 4 T, T; = ТТ, (commutative law) 时 , 称 T 5 T, 可 交换 ; 

(8) #18х=6Тх=х,ухЄХ,Щ#ЖТ55н5ЖЖ Р.Ш T=S RSET, 

定义 2.5-4 设 X 是 实数 (或 复数 ) 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,定义 在 X LEF К 
的 算 子 称 为 泛 函 (functional) 。 

例如 和 = 三 (a,b) 是 平方 可 积 函数 空间 ,而 对 


y= | #Daz(Dar€K 
可 称 算 子 KO = Кх) AER AEX} 
у= [kaedad 


由 于 >(z)ELz(a,b) 而 不 属于 开 , 则 可 以 称 K 为 算 子 ,但 不 能 称 为 泛 函 。 这 是 算 子 与 
泛 函 的 区 别 。 

由 于 数 域 K 本 身 是 一 个 Banach 空间 ,所 以 X 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 构成 的 赋 范 线性 
空间 是 一 个 Banach 空间 , 称 这 个 空间 为 X 的 共 罗 空间 (conjugate space) , 记 作 X" 。 它 又 
可 称 为 对 偶 空间 (dual space) 或 伴随 空间 (adjoint space) . 

定义 2.5-5 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,TEL(X,Y) 对 任意 gEY" 由 式 

f(a) = (То), YrEX (2. 5-10) 
唯一 地 确定 了 一 个 f€ X' , 记 作 ЕТ" g, WA T ELY, X: ), 称 T' H THAF 
(conjugate operator) 。 

жез Т" 的 区 别 可 用 图 2. 5-1 表 示 , 即 算 子 实现 从 函数 空间 X 到 函数 
空间 Y 的 映射 ,其 作用 的 对 象 和 结果 ( 像 ) 都 是 函数 空间 ,而 共 思 e 算 子 实现 从 泛 函 空间 (函数 
空间 的 共 思 e 空 间 )Y"* 到 泛 函 空间 X ` 的 映射 ,其 作用 对 象 和 结果 ( 像 ) 都 是 泛 函 空间 , 即 函 数 
LES EA 

ЗМЕЯ FARM ТЕЕ: 

(а) #ТЄІСХ,Ү), M T ELY, X); 

(2) # T, ,T,C L(X,Y),z,8 НЕ, СТ, + 8T,)" =aT? + BE: ; 
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图 2. 5-1 FTSKMRF 
(3) #T € L(X,Y),T,C€ L(Y,Z) ,WJCT,T,)* =T; T; ELZ ,X*); 
(4) # TEL(X,Y,T ELY, X) WTO 存在, 并且 (T" ) ETD 
定义 2.5-6 设 X 是 一 个 Hilbert 空间 ,TEL(X,X) 对 每 个 确定 的 yEX, 由 式 


f(z) = (Тех, у), Vz€ X (2.5-11) 
确定 一 个 X 上 的 连续 线性 泛 函 。 存 在 唯一 的 vxE X, 使 得 
fGz)= (х,и), V z€ X (2.5-12) 
式 中 心 是 由 y 唯一 确定 的 ,所 以 记 为 
u=Ty (2.5-13) 
TT 是 X 上 的 一 个 线性 算 子 , 称 了 为 的 伴随 算 子 (adjoint operator), 
伴随 算 子 有 下 列 性 质 : 
(1) 3#T€L(X,X),WJ e L(X.X), R IT || = TI; 


(2) 车 Ti ,meELCX,X),a'B 为 任意 常数 , 则 (af + BT2)’ = aT, + 7: 
(3) #TEL(X, X) W T'= T; 
(4) #T€L(X,X),T''€ L(X, X) WCT) ‘FFE, НСТ) = (T 1)”; МХ Jë Hilbert 
空间 ,TEL(X,X) 时 ,T 的 共 思 e 算 子 与 伴随 算 子 相同 。 
例 21 Uk X= L*(a,b), TE L(X, XH F RARE 
стао = | вс), V z€ X 
AF, RAA k(t, EEE ast, sb 上 的 平方 可 积 函 数 , 则 ТӨЗЕ Н КЕ 
WD= [kedd ¥ y€ x 
而 工 的 伴随 算 子 由 下 式 确定 
туо = туса, v y€ x 


定义 2.5-7 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 , 算 子 T 的 定义 域 D(T) 是 X 的 线性 子 空 间 ， 

如 果 存 在 常数 c, 使 对 所 有 z€ D(T) ,有 
l| Tz || <c lzl (2. 5-14) 

则 称 T 是 由 DDR Y 中 的 有 界线 性 算 子 ,否则 称 为 无 界 算 子 。 

定理 2. 5-2 设 工 是 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 中 的 线性 算 子 , 则 工 为 有 界 算 
子 的 充 要 条 件 为 了 是 X 上 连续 算 子 。 

定义 2.5-8 T JE Hilbert 空间 XX 到 X 中 的 有 界线 性 算 子 , 若 T=T" 则 称 T 为 X 上 
的 自 伴 算 子 ; 若 T 是 X 到 X 上 的 一 一 对 应 映射 , 且 T =T-:, 则 称 T 为 X 上 的 西 算 子 。 

由 定义 知 西 算 子 必 为 正常 算 子 ,但 正常 算 子 不 一 定 是 西 算 子 或 自 伴 算 子 。 例 如 T= -21,0 
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T =AL TT =T° T= 4[, 即 是 正常 算 子 , 但 T 既 不 是 自 伴 算 子 ,也 不 是 西 算 子 。 


26 线性 算 子 的 谱 


定义 2.6-1 it X Æ Banach 空间 ,TE B(X, X0, 是 一 复数 , 若 (T- MD 的 逆 算 子 
《T-2D“' 存 在 , 则 称 4 是 算 子 T 的 正则 值 或 正则 点 。T 的 正则 点 全 体 为 了 的 正则 集 ,或 预 
解 集 (resolvent set) , 记 为 p(T)。 当 XEp( 了 TD 时, 称 RQ,T) 会 (T-AD' 为 算 子 了 在 4 处 的 
预 解 算 子 (resolvent operator) 。 所 有 不 属于 p(T) 的 点 称 为 算 子 的 谱 点 ,其 全 体 构成 的 
谱 , 记 作 oT). 

谱 可 作 如 下 分 类 : 

(1) 如 果 (T- MD 不 是 一 对 一 ,此 时 存在 zxEX,z 尖 0 使 (T-MDz=0, 即 Tz 一 Mz, 这 时 称 和 
是 算 子 芽 的 特征 值 (eigen value),z 称 为 对 应 于 А 的 特征 向 量 (eigen vector)。 对 应 于 特征 值 
的 所 有 特征 向 量 张 成 的 线性 子 空间 称 为 算 子 对 应 于 4 的 特征 空间 (eigen space) ,这 个 空间 的 
维 数 称 为 2 的 几何 重 数 (multiplicity)。T 的 特征 值 的 全 体 称 为 了 的 点 谱 , 记 作 o, CT); 

(2) (T~ AD 是 一 对 一 的 ,但 值 域 不 充满 全 空间 ， 

(3) (T-AD 是 一 对 一 的 ,但 CT-AD 一 不 是 有 界 的 。 

(2) 类 和 (3) 类 谱 点 合 称 为 算 子 T 的 连续 谱 , 记 为 c(T) 。 

有 界线 性 算 子 的 谱 有 如 下 性 质 

定理 2.6-1 设 TEB(X,X), 则 p(T) 是 开 集 ,oCT) 是 闭 集 。 

定理 2.6-2 设 TEB(CX,X), 则 coCT) 是 有 界 闭 集 , 且 当 MEcCT) 时 有 |A| < I T || ,由 此 
TA p(T) 非 空 。 

为 了 把 谱 论 应 用 于 积分 方程 ,我 们 要 介绍 一 种 全 连续 算 子 , 它 的 定义 又 涉及 紧 集 的 概念 。 

定义 2.6-2 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 ,TT 是 X AY 的 线性 算 子 。 如 果 对 X 的 任意 有 
界 子 集 M,TM 都 是 Y 中 相对 紧 集 , 则 称 T 为 全 连续 算 子 , 亦 称 紧 算 子 。 

容易 看 出 是 全 连续 算 子 的 充 要 条 件 是 : 设 {z } 是 入 中 的 有 界 点 列 , 则 必 有 收敛 子 列 。 


例 22 klst) = Ya) C) ,其 中 StEDL2[a,b],(gi} 是 线性 无 关 的 ,定义 


APO = | RCS,Dg(Dds фрЄ12Га,Б) 
则 A 是 全 连续 算 子 。 
EYN: FADD = P [EnO] pds 


ИДО 

可 知 算 子 A 的 值 域 是 F = span (gi ,ge，…,g,}, 任 给 L?[a,5] 中 有 界 集 M, 容 易 看 出 A 
是 有 界 算 子 , 故 AM 是 下 中 的 有 界 集 。 因 下 是 有 限 维 空间 , 它 的 有 界 集 都 是 相对 紧 的 , 故 
AM 为 相对 紧 集 。 证 毕 。 

Üt X H Banach 空间 ,全 连续 算 子 TEL(X,X) 的 谱 具 有 如 下 性 质 : 

С) 除 0 之 外 ,对 任意 的 复数 4, 或 者 X4E oC T) ,或 者 XEo,《T); 

D ol 了) 是 复 平面 上 一 个 有 限 集 或 可 列 集 ,最 多 有 一 个 极限 点 Ao =0; 

(3) a(T* )=olT), 如 果 4 关 0 是 的 一 个 特征 值 , 则 4 也 是 的 特征 值 ,并 且 和 作为 
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FI T° 的 特征 值 的 重 数 相同 ; 
(4) T 的 每 一 个 特征 值 是 有 限 重 的 。 


1. 设 dlz,y) 为 空间 X 上 的 距离 , 证 明 : 


e‏ ر 
dad < T+ а(т,уўу‏ 


也 是 空间 X 上 的 距离 。 
2. 设 X,Y,Z 为 三 个 度量 空间 , 是 X 到 Y 中 的 连续 映射 ,g 是 了 到 Z 中 的 连续 映射 ,证 明 :复合 映射 
gf(z) = вО) X B) Z 中 的 连续 映射 。 
3. 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,XxX 为 两 个 X 的 币 卡 儿 乘 积 空间 ,对 每 个 (x,y) € XX X, X. 
læ ll = АНКАР 
J X x X 成 为 赋 范 线性 空间 。 证 明 :XxX 到 X 的 映射 (x,y) 一 x+y 是 连续 映射 。 
4. 设 {z,} 是 内 积 空 间 X PAA, || x, || — | ll, noo), 51—80 yE X H Cany) lay), 
(n>), ШЕВ т„-»>л,(п-»оо), 
5. WX ERASE z+ у 12 = zl2+1y12, 则 zy, 当 尺 是 复 内 积 空间 时 ,这 个 结论 是 
否 仍然 成 立 ? 
6. 证 明 : 内 积 空间 X 中 两 个 向 量 z,y 垂直 的 充 要 条 件 是 :对 一 切 数 a, 成 立 
lz+ay li >l z Il 
7. # X Ж Hilbert 空间 ,MCX ЖА MAD EHM!) ХФ M 的 最 小 闭 子 空间 。 
8. 设 e1 ,es，…ve, 为 内 积 空间 X 中 规范 正 交 系 ,证 明 :X 到 span {e ye ‚== re, } 的 投影 算 子 P H 
Pr= Ў (zc)cvzEX 
т 
9. 设 T 是 Hilbert 空间 X 中 有 界线 性 算 子 , | T | <1, 证 明 
{т|Тїт=т}={лх|Т°т=т} 
10. 证 明 :A 是 实 内 积 空间 X 上 的 自 伴 算 子 时 ,A=0 的 充分 必要 条 件 为 对 所 有 z€ Х,У Агул) =0。 
11. 设 X=C [0,1],(Az)(D =trz(D0,zEX。 证 明 o(A) = [0,1, 且 其 中 没有 特征 值 。 
12. 设 X=C [0,2mj,(Az)(t) = е*х(@),хЄ X. 证 明 
«A= tal lal =1} 
13. KA 为 线性 算 子 A" 的 特征 值 , 则 ) 的 ”次 根 中 至 少 有 一 个 是 算 子 А 的 特征 值 。 
14. 设 A 为 Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 ,ioEp(4), 又 设 {A. DHX 上 一 列 有 界线 性 算 子 , 且 lim 
ПА, -АЇ =0, 证 明 当 充分 大 后 ,A, 也 以 Xo 为 正则 点 。 
15. 设 A 为 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 ,A* 为 А HERF ЕЯ 
olA* ) = (AIXEo(A)} =A) 
16. i T, E. X, 9) X, 的 全 连续 算 子 , 卫 Ж X, 到 X, 的 有 界线 性 算 子 , 则 TT, 是 X, 到 X, 的 全 连续 算 子 。 
17. 设 
Аро = [ёш 
求 A 的 特征 值 和 特征 函数 。 


18. 若 
BCs, = cos (s+ DO<st<x 


求 积分 算 子 K 的 特征 值 和 特征 函数 。 
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3 连续 或 平方 可 积 核 积分 方程 


3.1 连续 核 和 平方 可 积 核 
W k (DM p (1) 分 别 是 在 区 域 a<z,t<b MAE a <th EHE АЖ, JY RK 
y (= kr Dp ой (3.1-1) 


也 是 [a,5] 上 的 连续 函数 。 事 实 上 ,因为 (zx,t) 连 续 , 故 (3. 1-1) 对 任意 e 之 0, 就 存在 与 上 无 
KWER Н |x — | < 时 ,有 


|k (x,t) -k (2,0) | <e (3. 1-2) 
同 理 , 因 ç (7) 在 [a,5b] 上 连续 , 故 存在 正 数 A, 使 得 
slp (DISA G. 1-3) 


HK |r = x | <o tA 
MOR EES [kG =k ао * |g СО dtSeA (b-a) (3.1-4) 


方程 (3. 1-1) 右 端的 积分 运算 相当 于 一 连续 映射 , 它 将 [a,b] 上 的 连续 函数 p GO E SEHK 
射 成 [a,5] 上 的 连续 函数 y (z)。 因 此 ,可 用 算 子 形式 改写 方程 (3. 1-1) 为 


y= Ko (3. 1-5) 
定义 连续 函数 的 范 数 (norm) 
Пу сә || = sup [y (а)! G. 1-6) 
和 连续 算 子 的 范 数 
IKI = lb-al зир e۵ G. 1-7) 
则 有 
lyl<IKI 121 (3. 1-8) 


称 具 有 这 种 性 质 的 积分 核 上 (zx,?) 为 连续 核 (continuous kernel) 。 连 续 核 具 有 如 下 性 质 ; 
G) 对 任意 连续 函数 p G) ,ps (2 及 任意 常数 c 和 B, 有 
K (ag; + pp) = aKçı + Ke: 6.1-9) 
即 连续 核定 义 的 积分 算 子 是 线性 算 子 (linear integral operator). 
(2) ВА (z, ka (zt) 都 是 区 域 a<z,t<6 上 的 连续 核 , 由 其 定义 的 线性 积分 算 子 
分 别 用 K, 和 K; 表示 , 则 有 
Z (s) = K; (К.у) 


А , 
= сое ссора 


= f [Ë =: GDh содер ой 
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= [асоро (3.1-10) 
式 中 
k бй = | ka Graki дё G. 1-1) 


TEME k (5,0) = kaki (sD. HRR k Сз HRA k. (з, 2M ki (r, DYE REK. HE 
续 核 定义 的 线性 积分 算 子 对 乘法 满足 结合 率 (associative law) , BJ 


G (HK) = (GH)K (3.1-12) 
对 加 法 满足 分 配 率 (distributive law) , Bp 
G(H+K)=GH+GK (3. 1-13a) 
(G+H)K=GK+HK (3. 1-13b) 
但 一 般 不 满足 交换 率 (commutative law) , BJ 
KK #K, Ka G. 1-14) 


(3) HAG. 1-11) 和 积分 核 范 数 的 定义 (3. 1-7) 知 
[kaki GD |< [А зо + |b Ge, | dz 


<. ЕГ. ьа трак TEL a 
故 有 
кк, || < || Ke |. I| K, | G. 1-16) 
以 上 讨论 了 连续 核 ,现在 讨论 平方 可 积 积分 核 。 设 函数 
ر‎ (z) = f (r, Do (Dd, 6.117) 


RP, y (x) EL? [a,b] p (DEL? [a,b]. k (r, 1 a<z, <b 上 的 可 测 函 数 并 且 
满足 

ИП 

сора G. 1-18) 
则 称 上 (zz) 为 平方 可 积 积分 核 (square integrable kernel) 。 若 上 式 积分 是 黎 曙 (Riemann) 
积分 , 记 作 忆 核 ;车 上 式 积分 是 勒 贝 格 (Lebesque) 积 分 , 记 作 12%. 

平方 可 积 积分 核 将 L* [a,5] 中 的 函数 ,映射 成 L* [a,5] 中 的 函数 。 定 义 平方 可 积 函 数 

的 范 数 


+ 
ус. وا‎ æa] (з. 1-19) 
" 
lk æD l = [f со aza] (3. 1-20) 
则 有 
ly O 1 ПС, l2 Пес lla (3. 1-21) 
平方 可 积 积分 核 具 有 下 列 性 质 : 
CD BE ka Cri) ski (r, 均 为 L? 核 , 则 它们 的 和 
k (zs) =b (zs) + h (тй (3.1-22) 
仍 为 L? 核 。 
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(2) B ka (зәл), (DHH L? 核 , 则 它们 的 合成 核 


k (зый) = kak: (з) (3. 1-23) 
仍 为 L? 核 。 
(3) B А, (s,z),Ë, (DHH L 核 , 则 有 
Rok, 1 ll kz I2 ° ПА ll 2 G. 1-24) 


连续 核 积分 方程 与 平方 可 积 核 的 积分 方程 具有 相同 的 性 质 。 以 后 会 看 到 ,对 连续 核 积 
分 方程 成 立 的 Fredholm 定理 ,对 平方 可 积 核 的 积分 方程 ,也 是 成 立 的 。 


3.2 ”退化 核 积 分 方程 


退化 核 (degenerate kernel) 方 程 是 一 类 特殊 的 积分 方程 , 它 的 核 & (x,t) 可 以 表示 成 有 
限 项 之 和 ,其 中 每 一 项 都 是 两 个 单 变量 函数 的 乘积 ,一 个 函数 仅 依赖 变量 x, 另 一 个 函数 仅 
依赖 变量 1, 即 


М 
k (zt) = DJ X, (z) T, (O) (3.2-1) 


式 中 ,X (OMT, (CD) 均 为 单 变量 的 平方 可 积 函 数 ,具有 此 种 性 质 的 积分 核 也 称 为 可 分 离 核 
BÈ Pincherle - Goursal 核 。 其 中 N 为 有 限 整 数 ,一 般 称 为 核 的 阶 (rank), 即 退化 核 是 有 限 阶 
в. 
研究 退化 核 积分 方程 ,一 方面 是 因为 退化 核 积 分 方程 可 直接 化 成 线性 代数 方程 组 进行 
求解 ,又 一 方面 也 因为 任意 平方 可 积 核 都 可 以 用 足够 高 阶 的 退化 核 来 贤 近 。 
HRG. 2-1) 代 人 下 列 第 卫 类 Fredholm 积分 方程 


са тА (тре Dd f (а) (3.2-2) 
得 
pwa f [DX сот, DJe d= f G) 6.23) 
2 
上 式 亦 可 写成 
í. b 
POAN w | Т, (De Dds (а) (3.2-4) 
i a 
令 [r ое d= (3. 2-5) 
则 有 
š 
pa) -А 22 X, (z) а= f Gz) (3.2-6) 
= 


Җир, f OM Х, (z) 都 是 已 知 的 ,只 要 知道 系数 c ,积分 方程 的 解 p〈z) 就 知道 了 。 为 了 求 
得 系数 c: HRG. 2-6) 代 人 式 (3. 2-5) 中 得 到 关于 c, 的 一 组 代数 方程 组 


b N, b 
f T: (Df (Ddt+4 > f T, (DX, = 3.2-70 
š 249, 
或 
z 和 
в-—А азс fi (3. 2-7b) 
= 


. 33 ° 


式 中 
Я 
f= | T, G) f dt 
А 
ag = [| Т, ох, ой 


若 将 式 (3. 2-6) 代 入 式 (3. 2-2) 仍 可 得 到 式 (3. 2-7Ь), 但 与 直接 代 人 式 (3. 2-5) 相 比 ,其 
导出 过 程 要 麻烦 一 些 。 将 式 (3. 2-7b) 写 成 矩阵 形式 为 


1-Aan -ha ** ~an | (а fi 
-Mon 1-dan … -Aaw ај 1 G. 2-8) 
-am -Aam … 1-Aamw| len fy 
或 简 记 为 
af (3. 2-9) 


记 系 数 矩 阵 的 行列 式 (determinant) 为 D Q) = |A| ,As 为 4 的 第 i 行 .第 j PIER A (i,j 
应 的 代数 余子 式 (cofactor) , 则 有 


N N 
ро) = |4| = JA (i,j) * A; = DJA (i,j) * A; G. 2-10) 
Я = 
又 记 
1 7 Aan, Ааа … Ca, f -Man ° Адм 
D. Q) = “Aan 1 一 Maz Е Thay- fa “aeaa ú Kosi 6.211) 
= Аам = Аам … -Аам-1Ўм awa … 1 Аамә 
则 有 
N 
D= /A (э. 2-12) 
A 


根据 克 莱 姆 (Cramer) 法 则 ,线性 代数 方程 组 (3. 2-7b) 的 解 有 下 列 性 质 : 
(1) 4 D Q)Z0 时 ,方程 组 有 唯一 解 


= D. ری‎ 22 
“DA DQ 
N 
RH с, 后 ,代入 式 (3. 2-6) 可 进一步 求 出 积分 方程 的 解 (х). Ml, HERD) Х, (а), 
从 式 (3. 2-13) 得 
x 1 җе 
>x, (De; = 5022) FAX: (a) 


i=1j=1 


(3. 2-13) 


NUN es 

=p OT Ddi A WX с) 
тне 

=p Í ZT (DA; AX: (z) ]f од 

= و‎ f D (z,ti2) f (Dd G. 214) 
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式 中 tsa 
D (2365) = X D T, (OA; (AX; G) 
0 -X, (>) = X, (1) -Xy (z) 
Tı G) 1-а 一 ha … Cam 
= |Т, G) -Ааһ 17an … —Àaw (3. 2-15) 


то дам 一 Mam и 1 一 MaNN 
HRG. 2-14) 代 和 人 (3. 2-6) 得 积分 方程 的 解 为 
фа f (ә) + русу], D Can) f Wa 6.216) 
(2) 当 D Q) =0 时 ， 
D мт Of COd= 太 =0G=0,12,，…,N) 时 ,此 时 方程 组 (3 2-7b) 为 齐 次 的 , 故 方程 组 
除 零 解 (平凡 解 ) 外 ,还 有 非 零 解 ( 非 平凡 解 )。 设 方程 组 (3. 2.9) 的 系数 矩阵 的 秩 为 =, 即 


rank (А) =r (3. 2-17) 
则 齐 次 方程 组 的 解 空间 维 数 为 N- ~ , 通 解 可 一 般 的 表示 为 
C.a С.к 
Ca Can 
с i š 
в. Cr а. Cn (3. 218) 
Н 1 0 
CN 0 1 0 
0 0 1 


或 c=a6 tah +…+an- 必 yx-r， 其 中 Cs (i=1,2,…,r,j =r+1,…,NN) 是 特定 常数 ,6 f, 
…,6v-, 为 基础 解 系 。 上 式 表 示 常 数 cuca, cs 中 有 N -个 可 以 任意 指定 ,其 他 系数 可 
由 这 N-r 个 系数 确定 。 此 时 ,我 们 称 积 分 方程 有 N -~ 个 特征 函数 。 这 N ~r 个 特征 函数 
就 是 对 应 齐 次 积分 方程 的 N ~r 个 线性 无 关 非 零 解 。 由 式 (3. 26) 知 ,这 N -r 个 特征 函数 
就 是 X,(z) (i=0,1,2,…,N) 中 的 线性 无 关 的 Nr 个 ,或 者 说 , 齐 次 积分 方程 的 解 表示 为 
特征 函数 的 线性 组 合 。 

D 当 | т, оров f,G=0,1,2,--, N) 不 全 为 零 时 ,此 时 方程 组 (3.2-7b) 是 非 齐 
次 的 ,方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 的 秩 等 于 增 广 矩 阵 的 秩 , 即 

rank (A) = rank (A, f) 

其 通 解 的 一 般 形式 为 c=c tah +az 名 +…+an-Awv- 其 中 "为 非 齐 次 代数 方程 的 特 解 ， 
5 名 6v-, 为 对 应 齐 次 线性 代数 方程 的 基础 解 。 由 式 (3. 26) 知 ,此 时 ,积分 方程 的 解 可 
表示 为 f(z) 与 N-r 个 特征 函数 的 线性 组 合 之 和 。 

例 1 解 退 化 核 积分 方程 

ф(х) -А |` Cache- tsha)9 (Ddt=0 
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解 :该 积分 方程 为 二 阶 退 化 核 , 即 
X, (х) = z,Xa (х) = зһ, Т, G) =cht,T; G) = -t 


# 
Í “ие оаа, | ip @= а, 
an= |'и+ем+@=об,ав= |! che» sbs di=0, 
an= |! -ed= =, a= |! De d= е, 
则 原 积分 方程 化 简 为 
EE 
BA, 


# D Q)=1+2e =0 得 特征 值 \= --—. 
CD 当 ) 天 一 号 时 , 原 积分 方程 只 有 零 解 。 


D 当 X= - 号 时 , 原 积分 方程 有 非 零 解 ,p Со) = cxshz 。 
例 2 讨论 下 面 的 积分 方程 的 可 解 性 
ею + |” sin atop defa  OSzrtS2R 


D f(z)=1; 2) Ја) ==. 
解 :积分 核 


k (x,t) = sin (z + t) = sin zcos t + cos zsint 


是 二 阶 退 化 核 , 即 
X. (х) = sin х; Х, (х) = cos z; T, (0) = cos t; T; (t) = sin t 


令 «= [IT (Dp (Dade 
则 有 


ф(х) = f (z) = Асіп х—Ас;соз = 


代入 原 积分 方程 得 
[fG) —Acisin z—Aecos z+ |” [sin zoos £+ соз asin £] Cf @)-àcisin t-Aos d= ©) 


化 简 后 得 : 
ахаас 
я 
其 中 
Е i 
A= согу, f= f чаг f (Wa 
Я “1 
an= ii cos tsin tdt = 0, an= f sin tcos td?= 0; 
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2 2 
an= Ѓ (cos 1) = x, an= f (sin £)°dt = x; 


或 者 
[S ТЕШ 
[= 1 cz fa 
pow=| 1 = 
-mm 1 
5 DQ)=0 
可 得 特征 值 M = Eas, 
CD 当 ) 天 十 二 时 ,积分 方程 有 唯一 解 。 
0 -sinz -соѕ х 
D (2,1,4) = | соѕ г 1 一 mA 
Sin t -x 1 


=m [sin zsin / + cos zcos t] + cos zsin £ + cos tsin х 
= лАсоз (х1) + sin (z +t) 


PDS + 4а J? Csin (z+ D + пасов Се D) fear 


‚ыйы 
D Mastin, 
D f G) =1 时 ， 
> Е 
f= Ѓ cos tdt=0 , fa = Ѓ sin tdt=0 
关于 系数 cl ,cz 的 线性 代数 方程 组 为 


(а. la) lo] "arse 


@ (2) =1 £ cxsin z+ c2COS = 


积分 方程 的 解 为 


2) f G) = z Bf, 
ی‎ 
f= f tcos tdt =0, f= Ë tsin tdt = 一 2r 

关于 系数 ci ,cz 的 线性 代数 方程 组 为 

Ë “КЕ 

$i 1 Ca -2x. 
上 述 方程 组 无 解 , 故 积分 方程 也 无 解 。 
3.3 逐次 逼近 法 
考虑 一 般 连 续 核 的 第 开 类 Fredholm 积分 方程 
p-a f'k арй f a 8.3-1) 
。37 。 


上 式 可 改写 成 
gç (=f (а +A | соро (3.3-2) 


ЩА 足够 小 时 ,上 式 右 端 第 2 项 也 变 得 很 小 ,因而 可 近似 取 f(x) 作为 pz) 的 零 次 近 
似 , 即 
p (z) = f G) G. 3-3) 
将 上 式 代 人 式 (3. 3-2) 对 零 次 近似 进行 修正 后 ,可 得  (z) 的 一 次 近似 


gı (=f (+2 com Ов f (2+2 RDF Wd 3.34) 
再 将 式 (3. 3-4) 代 人 (3. 3-2) 对 一 次 近似 修正 后 ,可 得 ç (z) 的 二 次 近似 
p (= f Gy +A |’ k Carp, Cd 

=f æ) ta f'k соо а [оода 


=f a) +a fê (хоу dera ||| kk (зм f (yasa: 


=f (a) А | ki EDS й+у сол ой G. 3-5) 

式 中 
h GD =k (zt) (3.3-6) 
в (aD = [k Cz, сове || ki Crk сда (3.3-7) 


依 此 类 推 ,可 得 p Cr) 8 п KOEI 
p DSS D+ ks Df OR |! һ у ове hk оу юй 


(3. 3-8) 
式 中 
k D = f Cak, G, Das G. 3-9) 
上 述 p(x) 的 各 次 近似 构成 一 个 函数 系列 
(фо (pi Со) ро GO), (E), °} (3.3-10) 


若 这 个 函数 序列 有 极限 , 即 当 поо BF, limp, (z) 存 在 。 则 这 个 极限 就 是 待 求 积分 方 
程 (3. 3-1) 的 解 , 即 


limp, (a) = gG) (3.3-11) 

下 面 讨论 上 述 极限 存在 的 条 件 , 由 于 A(z,z) 为 连续 核 , 故 有 
ЕС = |b Ge, САСО (3. 3-12a) 
[k ED Тасов (5,2 аа-а) (3.3-12b) 
осо [ас Со аА? Фа? (з. 3-12) 
соТ Та св о |4#<А* Фа) (3. 3-120) 
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进一步 可 推出 


Г (aD fCDdt |А Фау | | G) |aeA"B (b= a)" G. 3-13) 
其 中 ,B 为 连续 函数 f(x) 在 [a,56] 区 间 的 上 确 界 , 即 
B= sup, | f€) | (3. 3-14) 
根据 数 项 级 数 的 达 朗 贝尔 判别 法 , 当 》 满足 
1 
А5 (3. 3-15) 
时 , 数 项 级 数 
Sea Ф-а» |А" (3. 3-16) 
= 
是 收敛 的 。 又 数 项 级 数 (3. 3-16) 是 函数 项 级 数 
Ўро Èx [коош (3. 3-17) 


的 强 级 数 , 故 在 条 件 (3. 3-15) 下 ,函数 项 级 数 (3. 3-17) 也 是 收敛 的 。 因 此 有 下 列 定理 

定理 3. 3-1 对 于 连续 函数 f(z) 及 连续 核 ECz,z, 记 

=B, sup,|k(z,0)| =A‏ اراو 
在 条 件‏ 
1 
<a -a‏ 
下 ,逐次 通 近 法 所 得 函数 序列 {pr(t) } 在 区 间 [a,6] 上 一 致 收 全 于 积分 方程‏ 
p-a | ксеро) = f(z)‏ 

的 解 plr). 


对 式 (3. 3-8) 稍 作 修改 ,还 可 以 将 积分 方程 的 解 写 成 下 列 两 种 形式 
(1) Neumann 级 数 形式 


фа) = f(z) + SDC G. 3-18) 
ЕТ ü 
ФС) = [aa faya,G=1,2,- (3.3-19) 
(2) 解 核 表 示 形 式 
gla) = f(z) +! Есту ОФ fras G. 3-20) 
式 中 
R(t: = Dakan 6.321) 


一- 般 称 为 积分 方程 的 解 核 (solving kernel ) 或 预 解 核 (resolvent kernel) 。 积 分 算 子 
R= Гес 


称 为 积分 方程 的 预 解 (resolvent) ,而 称 
。39 。 


Я 
ао = соња Сое 


HRAM n ЈЕВ (iterated kernel). 
解 核 具有 下 列 性 质 


RG) RD) +A | вс 


Кам) =) +A | kG DRC ds 
此 外 ,由 于 
9g=J+ARF= (I+ ABD f 
式 中 ,I 为 恒 等 算 子 (identity operator) ,满足 


10=Ф 
若 将 式 (3. 3-24) 代 入 积分 方程 

p= f+ Ke 
或 

(I-1K)e= f 
得 

(I-AK) (I+ AR) f = f 

化 简 得 


R-K=AKR 
车 将 式 (3. 3-26b) 代 入 式 (3.3-24) 得 
CI+AR)GI-AK)p=9p 
化 简 得 
R- K=àARK 


(3. 3-22) 


(3. 3-23а) 


(3. 3-23) 


(3. 3-24) 


(3. 3-25) 


(3. 3-26а) 


(3. 3-26) 


(3. 3-27а) 


(3. 3-28а) 


(3. 3-27) 


(3. 3-28) 


称 上 述 算 子 方程 (3. 3-28) 为 预 解 方程 。 利 用 预 解 方程 可 以 证 明 下 述 重要 结论 , 即 如 果 
对 于 给 定 4, 积 分 方程 的 预 解 核 存在 , 则 预 解 核 是 唯一 的 。 设 有 两 个 预 解 核 R 和 R,, 则 有 


Ri -K=AKR, 
R: = K=AKR; 
两 式 相 减 得 
R, - R; = AK(R, - В.) 
+ T=R -R 
则 T=AKT 
RIT= ARAKT 
= (R, -KIr 
=RIT- KT 
故 KT=K(R, ~R,) =0 
即 R. =R: 
而 对 于 迭 核 ,我们 可 归纳 如 下 性 质 : 
1) 连续 核 的 次 迭 核 仍 为 连续 核 。 
2) 对 称 核 , 即 (z,t) =k(z,z) 的 n 次 迭 核 仍 为 对 称 核 , 即 
+40. 


(3:3-29) 
(3. 3-30) 


(3. 3-31) 
(3. 3-32) 


(3. 3-33) 
(3. 3-34) 


kn (231) = ka (t,2) (3. 3-35) 
3) 迭 核 的 一 般 表达 式 为 


Ул 
кж = || сово здабы у 09.396) 
4) n KEE Е. 
0,0 = u, Dd (n= p+9) (3. 3-37) 
现在 考虑 第 [类 Volterra 积分 方程 
еб = fay +A | kez gd (э. 3-38) 
类 似 于 对 Fredholm RIFT EE WB ЗЧ БЕТ 
pla) = fa) 


фиа = Sa tA f kp d= yay +a kr) fd 
фиа) = fa) +A | kD fde +a [| keerd fC dsde 
=f) tA f ki DSO de +R | katad /dr 


由 于 Cz, DEER, МОЛТ 
| 和 (z)| 1а) <В (有 限 常数 ) 


laal = [Î hicerDfcnar| AB | al =AB(z-a) 


l| = | расова 


<л"в j в-аё=л°в 0? 


I 0 
|| = aos s Ста? Ав Ста? 


А"В (z= a)" 
n! 


САВ | (s-a)™'ds=‏ > |( ا 


Sin 
因此 ， 


N, N “A: = í 
Prp | < ALA -a ало-о (э. 3-39) 


可 见 , 对 任意 4 值 ,Neumann 级 数 都 是 收敛 ,也 就 是 说 ,对 第 于 类 Volterra RAN, ЖИ А 
取 值 如 何 ,逐次 通 近 方法 总 是 收敛 的 。 而 对 第 开 类 Fredholm 积分 方程 ,只 有 在 4 是 较 小 时 ， 
逐次 逼近 法 才 是 收敛 的 。 

例 3 求解 积分 方程 


CD =1+д |, рой, (0<z<D 


解 : 积 分 核 &(z,t) = zt 
kı (x,t) = zt 


(х= | ki (29k Dds= |, сой 
„41+ 


BDE соња | d= 


k,(z,t) = Е] 
解 核 
RCzyt,4) = DA ki Cet) = ЈАТ 
= =I 
Z кый „С ae 
== 2 GD Tap lal 
故 积分 方程 的 解 为 
PDSA | Raza) fear 
% Ах Ы 
=1+ 
1 [иш 
= + اق‎ 
=1 у, Ald 
例 4 求解 积分 方程 
çG) = усо + |! карой 
et 
RED = |0 r, 
解 : ki (x,t) = E~, (12t) 


в (хы) = kz ks Dds 
= IN eeds 
„ра 
= (2-де, (zt) 

со = kGz hals Dds 
= [езе-дез® 
senf 5-04 

用 归纳 法 可 得 : 


(z-a 


(х= ar 1 


解 核 
42. 


RG) = УА C = АЕО gee = gare» 
= = T 


故 积分 方程 的 解 为 
ga = SD +à |, уезов 


3.4 Fredholm 方法 


Fredholm 方法 的 基本 思想 是 将 积分 运算 通过 离散 化 近似 处 理 成 求 和 运算 ,从 而 将 积分 
方程 化 成 线性 代数 方程 组 进行 求解 。 为 此 , 设 有 个 分 点 t; 或 Ii, (i=1,2,…,n), 将 区 间 
[а,Ь] n FUCK t = x, =) ,每 等 份 长 度 为 


„=e (3.4-1 
将 积分 运算 近似 用 求 和 运算 代替 后 зева 
pa) = ксеро f(z) (3.42) 
变 成 
pz) = ih Deane) = f(z) (3.4-3) 
依次 代入 z (i= 1,2… .得 线性 代数 务 程 组 
ga) -Ah Ух, фа) = f) (i= 1,2, n) (3.4-4) 
m 
+ 
PERL) fi= fxs ky =) 
则 有 
Ф Ан D kip; = /,@=1,2,+=›л) (3.45) 
写成 矩阵 形式 为 
1-Ahba Chka: АҺА, | (o) [fi 
Аа Аы “АМ ый з (3. 4-6) 
-Mk hka" АҺ) lg) (f. 
这 里 用 D.(A) 表 示 系 数 矩 阵 的 行列 式 , 即 
1-àħkn АМЫ = АНЫ, 
paa) =| hb 1-Ahkam -Aka 
— ААА —Ahko + онг 
=1- -à È hke + 条 Уне ИКУ = 
лаа |в Ж] 
АУ) ky |+ 63.47) 
P k ke ka 
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用 D,(z,t;4) 表 示 第 i 行 ,第 j 列 元 素 的 代数 余子 式 , 即 
зл [Ау ka 

D, Cat; 3A) =àhky — DR ы + 

h ka k 
ky kb ky 
x Еу йы: Ё 
对 满足 D, (4)0 的 一 切 4 值 ,线性 代数 方程 组 (3. 4-6) 的 解 可 表示 为 


1 
a= рано б 2 (з. 4-9) 


这 样 得 到 的 g G = 1,2,…,n) 只 是 积分 方程 的 数值 解 ,而 积分 方程 的 解析 解 可 看 成 这 样 
的 数值 解 在 ~~co 时 的 极限 。 为 此 ,首先 来 研究 D. OADM D, (zi,t;4) 的 极限 形式 。 从 式 
(3. 4-7) 和 式 (3. 4-8) 可 以 看 出 D, (ADF Р, (zi st; AE пн оон И 


SS +. (3.4-8) 


mp 


Dw =D r G. 410) 
cr 
D (ast) = У) DB, а" 63.410) 
Û т! 
式 中 
| (3. 4-12a) 
Ёл) ++ ЁС) 
s p 
Cd G. 4-12b) 
kltmsti) … А, у.) 
Вб) = k(t) (3. 4-13a) 
k(mz,t) kts) … ËR(m,t,) 
kG D kist) + kG, 
в.) |], ч O за) i канә аад (3. 4-13b) 
Вы) ЁС) ++ Rltmrtm) 
为 简化 表示 ,可 引入 记号 
klasss) Ё(х,5;) ©: Ё(лу›з„) 
кы). Маала) аалы) с Ишле ад 
S1 9529 °°" 9 Sm : : . : 
klam) Вб) + (л, 
进一步 从 C, 和 B。,(z,t) 的 表达 式 还 可 导出 二 者 之 间 存 在 下 列 关系 
с... = Í Bg(t,t)dt (3. 4-15) 
Bn (2,0) = Ck (234) =m | kr) Bai (иди (3.4-16) 


注意 到 式 (3. 4-15) 与 式 (3. 4-16) 连 同 C, = 1, B (2,1) =k(z,t) 构 成 关于 系数 C, 和 B, 
(z, 力 的 递 推 关系 。 事 实 上 ,利用 递 推 关系 求 系数 C 和 В„ (zr,t) 比 按 其 表达 式 (3. 4-12b) 和 式 
(3. 4-13b) 要 方便 得 多 。 由 于 系数 C, 和 系数 B,(z,) 之 间 存 在 如 式 (3. 4-15) 和 式 (3. 4-16) 这 样 
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的 关系 ,因此 ,DQ) 与 D(z,zi1) 之 间 也 必然 存在 某 种 联系 。 事 实 上 有 


реси) = DAKE) +A f RCzsDDCs,t0ds G. 4417) 
реки) = DARE) +A | R(S,DDCz,sds (3.4-18 
DA=- Í D(t,t;à)dt (3. 4-19) 

ра). Š ` Р 
DOS = d,à (3.4-20) 


, 
RP а= ада, 


= fh kk sand, 


d= [ваа ава sD dn dadin- adt 
称 为 积分 核 k(z,) 的 n 阶 迹 (trace)。 利 用 这 些 关 系 式 可 以 得 到 关于 积分 方程 解 的 一 个 重 
жию. MPLA ян 


; 
f(D =н) =2 | камедь 43. 4-21) 


两 边 ,再 关于 上 从 a 到 6 积分 ， 


рск) рем зр Ë рс.) 
a f PRED лазы = | Р сов - | [a | ketgan [PEEP ae 


sff 

=p f енор - рду f Ё | ° DCA td раё 
А w 

= piy ромоиоа- pk [° [Den 2) -DOKE ) ge dh 


н 
=4 кесмей 
= 0) - f(z) 3.422) 
[1 рб) = уба) + | PEED усш (3. 423) 
因此 有 如 下 定理 。 
定理 3.4-1 对 于 连续 核 积 分 方程 
еж) -А |! kadd f(z) 
当 f(z) 为 [a,5b] 上 的 连续 函数 , 且 参 数 4 满足 D 0) 天 0, 则 方程 有 唯一 解 
еә = f(a) +2 | PEED уа, 
这 种 求解 积分 方程 的 方法 首先 是 由 Fredholm 提出 的 ,通常 称 D(A) 29 Fredholm 行列 
式 (determinant) , 称 D(z,t,X) 为 Fredholm 一 阶 子 式 (first Fredholm minor) , 称 式 (3. 4-17) 


和 式 (3. 4-18) 为 Fredholm 基本 关系 式 。 
“б> 


例 5 ga- | (z+ fa) 
解 : Co=1,Bo(z,t) =k(z,t) =z+t 
í | 
c= [| һ@,ой= | зат 
B.G) Сне = |, keru) Bo Cu, du 
=G+p- | (etu) (u+Ddu= (z+ 0 -zt- 1 
° 2 3 
E A 21 
G= | Bod= Í (: в 5) 6 
BC) = Сб) =2 | kr) B Сади 
РЕ à 2 +. gd yt 
= -了 +D-2 «+ю[фи+0-ш--у]шш=0 
С,=С,=++=0 
B,(z,t) = B,Gz,t) =+ = 0 
poy=1-1- 2 
Q) =1-4- 5 
Dat 2+1 [Zata | 


原 积分 方程 的 解 为 


a+ 


ez) = f(z) +à | 


° 


#6 gaaf ep d= fa 
解 : Co =1,Bo(zst) =Ё(х,)=е'' 
c= | һ@,ой= | a= рате 
1 ° tt = š 2 е 
В.с) СС, = |, kG Bo (udu 


m= ed 
в-а е) | edu=0 


C=C=…=0 
B; (23t) = Bx(z,) 
故 
DA) =1- (e-1) 
D(z,t,A) = e**t 
原 积分 方程 的 解 为 
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фб) = f+ | پو‎ fad: 


3.5 Fredholm 定理 


定理 3.4- 1 给 出 了 D () 天 0 条件 下 非 齐 次 积分 方程 的 解 ,但 对 于 D Q) = 0 的 情况 又 
怎么 样 呢 ? 事实 上 ,在 这 种 情况 下 , 非 齐 次 方程 可 能 无 解 ,也 可 能 有 无 限 多 解 。 下 面 重 点 讨 
论 方程 的 可 解 性 条 件 。 为 此 ,让 我 们 首先 引入 几 个 概念 。 

定义 3.5-1 使 齐 次 积分 方程 


ga) =2 | керда =0 | (3.5-1) 


或 

Ф-АКр=0 6.5-2) 
有 非 平凡 解 ( 非 零 解 ) 的 4 值 称 为 齐 次 积分 方程 的 特征 值 (characteristic values ог eigenval- 
ues) ,相应 的 非 平凡 解 称 为 齐 次 积分 的 特征 函数 (characteristic function or eigenfunctions) 。 
与 此 相对 应 ,我 们 将 使 积分 方程 仅 有 平凡 解 的 4 值 称 为 积分 方程 的 正则 值 (regular values) , 
所 有 正则 值 组 成 的 集合 称 为 预 解 集 Q(the resolvent set) 。 预 解 集 的 补 集 (complement set) 


ЖК Сѕресігит) 
定义 3.5-2 齐 次 积分 方程 (3. 5-1) ЗЕРО adjoint equation) Et 
a) = f FEDA: =o (3. 5-3) 
或 
ф-АК'ф=0 (3. 5-4) 


RHE EER ЁС, г) tE f АЕНА, HEBU IENE, FRE ЕС, HEEE 
(adjoint kernel), Bp К° = | СЕС), 


特征 值 与 特征 函数 具有 下 列 性 质 : 
(1) 对 于 任意 不 为 0 的 常数 c, 若 w(z) 是 特征 值 对 应 的 特征 函数 , 则 cp(z) 也 是 4 的 
对 应 特征 函数 。 由 于 的 任意 性 ,我 们 特别 规定 ,满足 条 件 


Порсо | = j ce mdz =1 (3. 5-5) 


的 特征 函数 cp(z) 为 标准 特征 函数 ,今后 提 到 特征 函数 我 们 一 般 是 指标 准 特征 函数 。 

(2) 对 于 任意 不 为 0 的 常数 c 和 c , 若 wm (z), (z) 是 对 应 同一 特征 值 的 特征 函 
数 , 则 

ф(х) = cipi (z) + capa (z) (3. 5-6) 
也 是 对 应 特征 值 的 特征 函数 。 这 样 , 我 们 可 以 构造 无 限 多 个 特征 函数 。 为 此 ,引入 标准 正 
交 特 征 函 数 系 。 设 
pi lT) spld) spa (z) 

是 一 组 对 应 特征 值 的 标准 特征 函数 , 若 对 应 д 的 任 一 特征 函数 均 可 由 这 组 函数 的 线性 组 
合 表示 , 即 


gla) = > )ср;(л) (3. 5-7) 
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并 且 , 这 组 函数 系 中 两 两 正 交 , 即 
рор) = есе ёе ао 
则 称 这 组 函数 系 为 对 应 4 的 标准 正 交 特征 函数 系 , 它 构成 特征 函数 空间 的 一 个 正 交 基 。 
(3) 对 应 同一 特征 值 А 的 标准 正 交 特 征 函 数 系 的 个 数 是 有 限 的 , 称 为 特征 值 4 的 秩 。 
关于 特征 值 与 特征 函数 有 下 面 的 定理 ,这 些 定理 在 大 多 数 的 积分 方程 的 教材 中 都 有 详 
细 的 证 明 , 这 里 略 去 这 些 定理 的 证 明 。 
定理 3.5-1 DG) 的 所 有 零点 都 是 齐 次 积分 方程 (3. 5-1) 的 特征 值 , 反 过 来 , 齐 次 积分 
方程 (3. 5-1) 的 特征 值 都 是 DG) 的 零点 。 
定理 3. 5-2 ”若是 齐 次 积分 方程 (3. 5-1) 的 特征 值 , 则 X ЕЗЕРО СЗ. 5-3) 
的 特征 值 。 因 此 , 齐 次 积分 方程 与 其 共 思 积 分 方程 或 者 同时 有 平凡 解 ( 当 д 不 是 特征 值 时 ) ,或 
者 同时 有 非 平凡 解 ( 当 4 是 特征 值 时 )。 
定理 3.5-3 齐 次 积分 方程 (3. 5-1) 对 应 特征 值 A 的 标准 正 交 特征 函数 的 个 数 ,与 共 思 
齐 次 积分 方程 (3. 5-3) 对 应 特征 值 2 的 标准 正 交 特征 函数 个 数 是 相同 的 。 
жєн. 53 ЖТ K 和 K* 有 下 列 两 个 性 质 : 
(Koy) = (@,K` p) G. 5-9) 
(КІ, ф) = (Lp,K* g) = (p, L* Ky) G. 5-10) 
现在 回 到 非 齐 次 积分 方程 (3. 4-2) 的 可 解 性 问题 上 来 ,Fredholm 通过 系统 的 研究 ,建立 
了 关于 可 解 性 的 基本 理论 ,这 些 理论 可 归结 为 下 面 三 个 定理 ,统称 为 Fredholm 备 择 定理 
(Fredholm alternatives) ,或 简称 Fredholm 定理 。 
定理 3.5-4 #4 不 是 积分 方程 的 特征 值 , 即 DGQ) 天 0, 则 齐 次 积分 方程 


(3. 5-8) 


p-a | kapeo 6.5-1) 
只 有 平凡 解 ( 零 解 ) 。 而 非 齐 次 积分 方程 
p-a | hlz Dp d= fa (3. 5-12) 
存在 唯一 解 
еб) = fa) Ha | PEED rear (3. 5-13) 
定理 3.5-5 ”对 于 给 定 的 值 , 齐 次 积分 方程 
ga) А | klzs Dp =0 G. 5-14) 
HRF ЛЛ 
pa) -if Er zy d=0 (3. 5-15) 


或 者 都 只 有 平凡 解 ( 零 解 ) ,或 者 都 具有 非 平凡 解 ( 非 零 解 ), 且 两 组 非 平凡 解 的 标准 正 交 函 
数 系 
ФС) a (E) srpa (a) 
AORA ORSA] 
的 个 数 相同 (n 个 ) 。 ` 
‚48. 


定理 3.5-6 若是 积分 方程 的 特征 值 , 则 齐 次 积分 方程 
9CD А | kee peta =o (3.5-16) 


除 平凡 解 p(z) = 0 外 ,还 有 非 平凡 解 , 且 可 由 有 限 个 标准 正 交 特征 函数 
OR O e) 
的 线性 组 合 来 表示 , 即 


çG) = с) (з. 5-17) 

而 非 齐 次 积分 方程 ,可 能 无 解 ,也 可 能 有 无 限 多 解 。 其 可 解 的 充分 必要 条 件 是 
ff RE =o G= 12, (3. 5-18) 
式 中 ,y(z) (i = 1,2,++,л) ЗОРО ОВИЕ SEFHE РЕ ЖС Ж, EFFI — BEKIR N 
жю = орбо tp в) G. 5-19) 


Җи, CDC = 1,2,…,7) 为 齐 次 方程 的 标准 正 交 特 征 函数 系 ,9 (z) 为 非 齐 次 积分 方程 的 
特 解 。 
上 述 定理 的 证 明 比 较 烦 琐 , 这 里 仅 给 出 Fredholm 第 三 定理 的 必要 性 证 明 : 设 pa (x) 
(i=1,2,…, 加 是 共 思 齐 次 积分 方程 的 标准 正 交 特 征 函 数 系 ,p(z) 是 非 齐 次 积分 方程 
pa) =4 | kz Dp d= f(a) (3. 5-20) 


的 解 。 两 边 同 乘 以 办 (z) 并 作 从 a 到 6 的 积分 得 
Srp) = ф-АКф д) = (prp) = (АК, д) 

= (фир) —(ф,АК”ф%) 

= (рф) = (фуд) 

=0 
证 毕 。 

上 述 Fredholm 定理 ,系统 建立 了 齐 次 和 非 齐 次 连续 核 积 分 方程 的 可 解 性 条 件 和 解 的 

表达 式 。 事 实 上 ,这 些 定理 不 仅 适用 于 连续 核 积分 方程 ,而 且 稍 加 修正 ,也 适合 于 平方 可 积 
核 的 积分 方程 ,以 及 弱 奇 性 的 积分 方程 。 


例 7 ga- | Gr -BPD de 


解 : 仿 c= Í 
则 原 积分 方程 化 为 
ф(х) = e” + (5z - 3)с 
将 之 代入 
c= | рой 
得 


， 
csa Gr -ar)d+ | Pede 
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即 对 任意 * 值 有 
c= | eed=e-2 


所 以 积分 方程 的 解 为 
ф(х) =А(е- 2) (522 ¬ 3) + e 


例 8 фб) а |, хрй=2г 


解 : 令 c= | godt 
则 原 积分 方程 化 为 Ф(2) = Az + 2z 
将 之 代入 c= [| gode 
得 caf @ +1 
H ‹(1-Ф)=1 


щ 722 时 , 原 积分 方程 有 唯一 解 
Фб) = 22 + 2 


4 A= 2 Rt, c 不 存在 , 故 原 积分 方程 无 解 。 
也 可 以 这 样 理解 ; 当 4=2 时 ,对 应 此 特征 值 的 特征 函数 是 p(z) = л. HERFRA 
程 的 特征 值 和 特征 函数 也 为 :=2 和 P(x) = z, RA 


"=2 
[осолд [ 27dr=3#0 


所 以 , 原 积分 方程 无 解 。 
例 9 gla) -à | соз (E+ Dp d= cos 37 
解 :考虑 到 
cos (z + t) = cos zcos t- sin xsint 
令 «= | cos odee = | sin рй 
则 原 积分 方程 化 为 


(z) = chcos 工 -cahsin z + cos 3л 


再 将 之 代 回 сс 的 表达 式 得 


当天 + 之 时 , 原 积分 方程 有 唯一 解 
p(x) = cos 3x 
щл = 二 时 ,相应 特征 函数 为 
+50. 


pi (1) = cos z 


Mas -二 时 ,相应 特征 函数 为 


@ C) = sin z 
HEFTE 
Фб) -А j: cos (£+ z)0(Dde = 0 
的 特征 函数 为 
Ge) = cos z 
ф(х) = sin z 
由 于 


[ соз 3zcos zdz = 0 
[| cos 3zsin айс=0 


所 以 , 原 非 齐 次 积分 方程 有 解 。 当 )= ZRF, g(a) = cicos =+ cos Зл; MA = = ZR, p(x) = 


casin z + соз Зх, 


1. 求 下 列 退 化 核 方程 的 解 


E t (t) = s 
CD фа) 2+ TFd=0 答案 ,p(z) =c 
D фол) +6 [7 G -2zDgC(Dar=0 ER: фб) = (2-22) 
. =1 
9) ga) =A |, arccos zp(od=0 答案 :p(z) = { к Жл 
csinzM= -全 
G ga) =a |7 cos (+ Dp d=0 答案 :9(D = c cos z= 
0 +2 
(5) g(a) =4 | sin zcos tp(D) dt= sin z 答案 :p(z) = < sin 2,392 
т o 4-1 
(6) ф(2) 一 4 û sin zp(Ddt = 2= x HRD = Ersin z+ 22~ x 
i 
D pa- Í emodi = tanz 答案 :9(z) = tanz 
a 
‹@®) фа) -A fT Csin zcos £= sin 2zcos 2 + sin 3zcos 3)9(D dt= cos = 
答案 :Y(z) = Mrsin z+ cos r 
©) ба) -ah cos (їп рат eR: = TÊ 
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ЖОЕ И ia 1 1 u 
ао) жю-4 f’ [.- агжда 


BR paat 


2. 用 逐次 通 近 法 求 下 列 方程 
D gaita | G+ рода 


D фб = А | epod 
O фс =1+ |, азор 
GD ga) = sin z+ |” cos (+ Dede 
3. 利用 解 核 解 下 列 积分 方程 
(CD ga) - Е sin тсоз tp(D dt = соз 2z 
D ga) -А |, аш ура == 
D ga) -a |” sin (z+ p=1 
W pata |! азарае 
4. 讨论 积分 方程 的 可 解 性 
(1) фа) -af соз zp(Ddt=1 


CER: M ля НИ g(a) = 1+ б-со zı у = Zaf, ERE) 
(2) gla) -А f zep(Ddt=z 

-+ 
(答案 :当天 号 时 有 解 P(z) = yz; А = 号 时 ,无 解 ) 


D ga -a f" lz-rlgod=z 


ORR MAADAM бз) =z+ 了 2 |z-x| ; 当 )= 点 时 ,无 解 ) 
(4) )م‎ -aaf Ozt-42 Jdt =1-2х 


3z(222z- 22 54-6 2 
( 管 案 :当天 -3 时 有 解 p(z) = SEA 56+ д + зэ), 
当 4= -3 时 , 无 解 ) 
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4 对 称 核 积分 方程 


4.1 标准 正 交 函 数 系 


设 给 定 一 个 函数 系 
фа) AE EE не (4. 1-1) 
若 函 数 系 中 任意 两 个 函数 都 是 正 交 的 , 且 每 一 个 函数 的 范 数 均 为 1, 即 | gC) || = 1, 则 称 
该 函数 系 为 标准 正 交 函数 系 。 在 由 此 标准 正 交 函 数 系 张 成 的 空间 里 , 任 一 函数 f(z) 可 按 此 
标准 正 交 函数 系 展开 成 级 数 形式 。 可 以 提出 这 样 的 问题 ,如 何 选 择 系数 


аз 502 "t Qa Ü... (4.1-2) 
使 f(z) 的 近似 表达 式 
/DD apla) 4.1-3) 
的 误差 ü 
af исо Ўро) ha (4.1-4) 
为 最 小 。 
+ а=) = [лара (4. 1-5) 


将 式 (4. 1-4) 展 开 得 
6. = Í [Ace - Ўарьсо [FE - Ја m (z) Jde 
= f [l ayl: Daf HRS = Da Ga D+ арса ]ае (4. 1-6) 
利用 函数 系 的 正 交 性 ,上 式 进一步 简化 成 
в, = Idr Уша, - Dares + >) la | 
8 k=1 ГЕП ГЕП 


= лое а а-а 17) 
MR, % a, = a, (i= 1,2,5, п)В, д, 最 小 , 即 
a= | Песоа Dal = ۱/۱ lal? 4.18) 
HF 6, 之 0, 帮 有 不 等 式 
È lal<a l 4.19) 


不 等 式 的 左边 是 正 项 级 数 》 | а, |? 的 部 分 和 ,而 不 等 式 指出 该 级 数 的 一 切 部 分 和 是 有 
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界 的 ,从 而 这 个 级 数 是 收敛 的 , 且 有 不 等 式 


> Га |2 l| Сә 12 (4. 1-10) 
该 不 等 式 就 是 著名 的 Bessel 不 等 式 。 而 把 取 a, = a, 的 f(z) 按 p Сх) ЕЕЗ 
fe) = Уа (4. 1-11) 


О ГСИН НЫН А a, = p) = [а ае 称 为 仿 里 叶 系 数 。 
此 时 ,6, =0, 故 有 
а= Пус 1 4.112 


称 为 Parseval 等 式 。 

下 面 给 出 正 交 标准 函数 系 完备 性 的 定义 ,并 给 出 正 交 标 准 函 数 系 完备 的 充分 必要 条 件 。 

定义 4.1-1 设 给 定 一 个 标准 正 交 函 数 系 , 若 存 在 一 个 不 恒 等 于 零 的 函数 ,与 标准 正 交 
函数 系 中 每 个 函数 都 正 交 , 则 称 这 个 标准 函数 系 是 不 完备 的 。 反 之 , 称 之 为 完备 正 交 函 
数 系 。 

例如 ,在 区 间 (- xyr) 内 ,下 列 函 数 系 

cos zysin z,cos 27,sin 2z，… 
是 不 完备 的 ,但 函数 系 
1,cos zysin Z,cos 22,5іп 27，… 

是 完备 的 。 

定理 4. 1-1 标准 正 交 函数 系 完备 的 充分 必要 条 件 是 :对 任何 平方 可 积 函 数 ГС) 
Bessel 不 等 式 成 为 Parseval 等 式 。 

现在 讨论 级 数 的 收敛 性 ,这 里 我 们 给 出 各 种 收敛 性 定义 。 


定义 4.12 105,62) = augi(z)。 若 limS,(zo) = f(zo), 则 称 级 数 在 点 zo 处 收敛 于 
2 lim 


feo). KIUR ARARIRE D 称 为 它 的 收敛 域 。 这 种 收敛 是 对 D 中 的 每 一 个 点 进行 
考虑 的 , 故 称 为 逐 点 收敛 。 
对 给 定 的 e>0, 在 级 数 的 收敛 域内 ,虽然 对 不 同 的 点 z; ,都 能 找到 相应 的 序号 Ni, 使 得 
У n>N; 时 有 
|S,(z) = f(z) | <e 
但 是 ,一 般 说 来 ,不 同 的 z, 所 对 应 的 序号 N: 是 不 一 样 的 。 换 句 话说 ,Ne,z) 既 依赖 于 
e ЖЖ Р x. 
FEX 4.1-3 若 对 给 定 的 e>0, 存 在 N(e)( 仅 依赖 于 e), 8494 n>N 时 ,对 收敛 域 D 
中 的 一 切 点 d АА 
15,00) - f(z)|<e 
则 称 级 数 在 收敛 域 D 上 一 致 收敛 于 f(z). FIC 
ORION = sup| S,G) -f(z)| 
则 一 致 性 收敛 等 价 于 要 求 
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lim || 5,02) - f(a) || =0 
一 致 收敛 强 于 逐 点 收敛 ,例如 S,(z) = үүт ГОТ f(z) = 0, 但 它 在 


т 
[0,1] 上 不 是 一 致 收敛 的 。 
定义 4.1-4 若 S,(z) 满 足 


» + 
lim | S.C) = fG | = im [ |, 15,60 Go lid) =0 


则 称 级 数 在 区 间 [a, 刀 上 均值 收敛 或 平均 收敛 。 
若 级 数 在 区 域 D 内 一 致 收敛, 则 可 导出 级 数 在 区 域 D 内 也 是 平均 收敛 的 。 反 之 ,级 数 
在 区 域 忆 内 是 平均 收敛 的 , 则 不 能 保证 级 数 也 是 一 致 收敛 的 。 


4.2 对称 核 的 特征 值 与 特征 函数 


定义 4.2-1 ERDA kCt) ВОЗЕ ВОНА), BI АС, 0) = RCE, x), PREP АС, 
站 为 Hermite 核 。Hermite 核 也 称 为 对 称 核 。 对 于 实 对称 核 有 :k(x,t) = ACt,z) 。 

对 称 核 是 一 类 特殊 的 积分 核 ,具有 这 种 性 质 的 积分 核 的 积分 方程 在 许多 问题 中 经 常 遇 
到 。 这 与 许多 问题 的 Green 函数 关于 场 点 和 源 点 是 对 称 的 有 密切 的 关系 。 因 此 ,讨论 对 称 
核 积 分 方程 求解 的 特殊 方法 具有 重要 意义 。 

在 上 一 章 关 于 连续 核 积分 方程 求解 的 Fredholm 方法 中 , 齐 次 方程 的 特征 值 和 对 应 的 
特征 函数 扮演 了 重要 的 角色 。 对 于 对 称 核 积分 方程 的 求解 ,特征 值 和 对 应 的 特征 函数 仍 将 
扮演 重要 角色 。 为 此 ,在 这 一 章 的 开始 ,我 们 首先 讨论 对 称 核 的 特征 值 与 特征 函数 有 哪些 特 
殊 性 质 。 

定理 4. 2-1 不 恒 为 零 的 连续 对 称 核 k(zx,t) ,至 少 具有 一 个 特征 值 。 

这 个 定理 的 证 明 比 较 复杂 ,这 里 不 予 证 明 , 但 读者 可 以 在 其 他 关于 积分 方程 的 书 中 找到 
详细 的 证 明 [1,2,3]。 值 得 注意 的 是 ,对 于 非 对 称 核 ,这 个 定理 是 不 成 立 的 。 例 如 下 列 两 个 
非 对 称 核 方程 : 


D рб) -ah (3-24: =0 


D (=4 |, (4z-3)28(Ddt=0 
对 于 任意 的 A 值 ,方程 都 不 存在 非 平凡 解 ,因此 ,特征 值 不 存在 。 

定理 4.22 对称 核 积分 方程 的 一 切 特征 值 都 是 实数 。 

证 明 : 设 A* 和 gp(z) 是 核 &(z,t) 的 特征 值 及 相应 的 特征 函数 。 则 由 特征 值 与 特征 函数 的 
定义 得 


Ja 


gla) =2 [`#(х,әе(ой=0 4.21) 


写成 算 子 形式 
PCz) -AKp=0 (4. 2-2) 
将 此 式 两 边 同 乘 pCz) ,并 从 a 到 2 积分 得 
ll ФС) 1 ?一 MGKP,P) =0 (4. 2-3) 
即 
э 85% 


a= tge (4.2-4) 
上 式 分 子 为 实数 。 由 于 k(x,t) 是 对 称 核 , 即 K = K (K KHER TF), 
(К, = (PK p) = (p, Kp) = (Kg,@) 

即 (Kp,9) 是 实数 , 故 ) 为 实数 。 证 毕 。 

需要 注意 的 是 , 非 对 称 核 的 特征 值 可 能 是 复数 。 

定理 4.2-3 与 对 称 核 积分 方程 的 不 同 特征 值 %, 和 2 对 应 的 特征 函数 p. (zx) 和 p (z) 
在 积分 区 间 [a,65] 是 正 交 的 。 

MEB]: А, ЖП А; 是 对 称 核 Kz, DRAKTEN p С) gu(z) 是 分 别 与 41 和 
Аз 对 应 的 特征 函数 。 因 此 有 


Ф) -АКд =0 (4. 2-5) 
@ (z) ¬ Kç = 0 (4. 2-6) 
Ж А» RODA А, p (z) 分 别 乘 以 以 上 两 式 , 并 作 从 a 到 积分 运算 得 
А (фф) -Aida (Kp: p) = 0 (4.2-7) 
Ai фф) -Aida (Kpg) = 0 (4. 2-8) 
后 一 个 式 子 可 以 改写 为 
Ài Cpi sp2) = 3132 Cpi Kp) = 0 (4. 2-9) 
利用 积分 核 的 对 称 性 , 则 式 (4. 2-9) 又 可 写 为 
А Cpi sp2) -A12 (Крф) = 0 (4. 2-10) 
RA. 2-7) 减 去 式 (4. 2-10) 得 
Ф. А) фф) =0 (4. 2-11) 
AH А, 212, ВО Сф оф) =0。 证 毕 。 
例 1 求 积分 方程 
gG) -4 f z= Dtp(Ddt =0 
的 特征 值 。 
解 : 令 c= f tp(Ddt 
则 glz) = (32 ¬ 2) 


将 上 式 代入 c= jh todt 
' 
c=ach tt- 20de 
esac Lelielll=0 

即 对 任意 值 ,积分 方程 的 解 为 g(x) = 0, 由 于 积分 方程 不 存在 非 零 解 ， 故 积分 方程 的 特征 
值 不 存在 。 

例 2 求 积 分 方程 

paa | Ar-3)P (d=0 
的 特征 值 。 
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解 : 令 c= | ерада 
MJ g(z) =Ас(4х-3) 
将 上 式 代入 c= j: ФО 
Я 
esac | еса эа 
3 . 
с=с [a 32)d=0 
Җ 


故 对 任意 * 值 ,积分 方程 的 解 为 p(x) = 0, 由 于 积分 方程 没有 非 零 解 , 故 积分 方程 的 特 
征 值 不 存在 。 


йз 求 积分 方程 
ga) -a Í zig(Ddt=0 
的 特征 值 与 特征 函数 。 
解 : 令 c= ih tolt)dt 
则 ф(х) = cz 
HERRA се f goa 
с=з], ей 
с= А, 
(ra 


当 4=3 时 ,c 可 取 任 意 值 ,此 时 积分 方程 的 解 为 p(z) = Mcz, 故 积分 方程 的 特征 值 为 
X=3, 对 应 的 特征 函数 为 p(x) = z, 
定理 4. 2-4 ”对 称 核 的 一 切 特征 函数 组 成 的 函数 系 恒 存 在 一 个 标准 正 交 函 数 系 , 它 构 
成 特征 函数 空间 的 一 个 正 交 基 。 
证 明 : 设 ,为 对 称 核 £(z,2) 的 第 7 个 特征 值 ,与 之 对 应 的 线性 无 关 的 特征 函数 不 止 一 
个 , 设 为 
Ф) а) GL) (4. 2-12) 
按照 Schmidt 正 交 化 方法 , 即 
o Aa) 
ری بر‎ Es 
ga ай = со рО (о) 


Ф) ай = ра) = рО) 


+57. 


L GD. „уг _ s т 
70а) Же"? (о) чойо 


总 可 以 找到 一 组 标准 正 交 函数 基 
g (z), (a) ,*** Са) (4.2-13) 
使 得 特征 函数 组 (4. 1-12) 中 的 任 一 函数 ,都 可 由 标准 正 交 函 数组 (4. 1-13) 线 性 表示 。 又 因 
为 对 应 不 同 特征 值 的 特征 函数 是 正 交 的 ,所 以 对 每 个 特征 值 %,(r = 1,2,……z) 的 特征 函数 组 
都 作 标准 正 交 化 处 理 后 ,再 组 合 到 一 起 就 构成 一 个 完备 的 标准 正 交 特征 函数 系 , 它 构 成 特征 
函数 空间 的 一 个 正 交 基 ,证 毕 。 
考虑 到 一 个 特征 值 对 应 的 标准 正 交 特征 函数 不 止 一 个 ,分 析 起 来 不 太 方便 。 对 有 m 个 
标准 正 交 特征 函数 的 特征 值 *, 可 以 认为 有 m 个 特征 值 与 这 m 个 标准 正 交 特征 函数 一 一 对 
应 ,只 是 这 m 个 特征 值 的 数值 是 相等 的 。 这 样 我 们 就 可 以 得 到 与 特征 函数 空间 的 标准 正 交 
ЭЕ, Вр 
hı Cz) фо о) фра) 
一 一 对 应 的 一 组 特征 值 
和 ap 
定理 4.2-5 对称 核 k(z,t) 的 存在 于 有 限 区 间 [ -4, 人 ] 的 特征 值 的 个 数 m 是 有 限 的 , 且 
满足 


т<. || сео sara, 
证 明 : 设 {4,) 与 {p,(z)}) 是 积分 方程 的 特征 值 与 标准 正 交 特征 函数 , 则 有 
е =3, kz Den Dd 
即 a = [ктей 
ЕЗЕНГЕ ka DX FETE RR (р, О) HOR ni ЖГ, Н Bessel 
不 等 式 得 
اعا‎ HEDI 
设 在 区 间 [ - ,由 内 的 特征 值 个 数 为 m, 则 有 
$lel ср КОШЕ? 


nl 


两 边关 于 zx 从 a 到 积分 得 


Èi < ff leceo ааг 


EE 
由 于 -1<%<l, 帮 <P ш>]. 这 样 上 式 可 改变 成 
Э<][, |с, |? drdz =A? 

z< 


故 т<РА? 
. 58o 


证 毕 。 
定理 4. 2-6 与 对 称 核 的 任意 特征 值 , 对 应 的 标准 正 交 特征 函数 
Ф) ORR E] 
HTH т EHRE. 
证 明 : 假 设 与 4 对 应 的 标准 正 交 特 征 函 数 的 个 数 mm 是 无 限 : 
gı CED spa (ED ра) 


ш бо =2 | kDa (Oa RC, DRT ESRA (% СО} ЖИ НК ЖР, 
由 Bessel 不 等 式 得 


两 边关 于 = 从 a BJD 积分 得 
к<, | k(z,t) аах = А? 

上 式 左边 是 ,而 有 边 是 有 限 值 ， 假设 导致 矛盾 的 结果 , 故 假设 不 成 立 。 证 毕 。 

定理 4. 2-7 对 称 核 的 最 小 特征 值 A 的 绝对 值 的 倒数 等 于 | (Ko, р) | EREC p) =1 
下 的 极 大 值 , 即 

TEHTE pax | Kerg) = | Kpg) 

式 中 ,Pr 为 与 对 应 的 特征 函数 。 
4.3 Hilbert-Schmidt 展开 定理 


现在 要 考虑 这 样 的 问题 :对 称 核 (z,t) 是 否 可 以 按 标准 正 交 特 征 函 数 系 展开 ? 什么 条 
件 下 这 个 展开 级 数 是 收敛 的 ? 回答 这 个 问题 之 前 首先 给 出 下 述 定理 。 
定理 4.3-1 设 M。 和 9Y,(z) 是 对 称 且 平 方 可 积 核 &(z,t)ELz(a,b) 的 特征 值 和 相应 特 
征 函数 , 则 级 数 
اعا‎ (4. 3-1) 


ж. 
WEH: RIN A, 和 gp,《z) 分 别 为 对 称 核 的 特征 值 和 特征 函数 , 故 成 立 


PD =3, kz Dad 
即 a = [kr Dd 
FJI ra = 全 (号 是 kz,D 关 于 特征 函数 系 (05) 展 开 的 Fourier 系数 ,由 Bessel 不 等 式 知 
اعا‎ 1&Kz,D12dt<C( 有 限 常 数 ) 
证 毕 。 
定理 4.3-2 设 对 称 核 &(z,t) 的 特征 值 与 对 应 : жак 


АЗАА Анто" (4. 3-2) 
+59. 


Rp aig ОО» (4.3-3) 
ДИНЕ Ansi Алоо ot TAARE ВА Я pati Cz) ,p,+2(z)，,… 也 是 对 称 核 
EDETEN ada 4.34) 


ГЕП 
的 特征 值 和 特征 函数 。 而 4;(i<n) 与 (i<n) 均 不 是 p(x,t) 的 特征 值 与 特征 函数 。 
证 明 :考虑 方程 


ga) А | plzsDp d=0 (4. 5-5) 
即 pa =2 f kanpoa DAE ср, =0 (4: 3-6) 
в k=l 
将 积分 核 k(z,t) 的 特征 值 ; 与 特征 函数 gp,(z) 代 入 上 式 中 , 当 i>n 时 ,由 于 
(раф) =0G) (4.3-7) 
和 
А 
gz) -A | сер ой =0 (4. 3-8) 
故 得 
Фб) та, | ржде(ойг=0. (4.3.9) 
BU A, 和 gi(zx)(i>n) 也 是 积分 核 p(z,t) 的 特征 值 与 特征 函数 。 
当 i<n 时 ,由 于 
Уе e, 00 (4.3-10) 
= 
РА aÀ f рО) 000 (4. 3-11) 


ВРА р CD (i<n) 不 是 对 称 核 p(z,t) 的 特征 值 与 特征 函数 。 证 毕 。 

由 定理 4. 3-2 进一步 可 证 明 下 面 关 于 退化 核 的 一 个 重要 定理 : 

定理 4.3-3 ”对 称 核 是 退化 核 的 充分 必要 条 件 是 : 它 仅 有 有 限 个 特征 值 。 

证 明 : 若 对 称 核 k(z,t) 仅 有 有 限 个 特征 值 

ААА 
和 特征 函数 
Ф (FD 9a (z), spa (z) 

则 根据 定理 4. 3-2 知 , 对 称 核 


рб) = k(z,D - Jawan (4.3-12) 


ГЕ 


没有 特征 值 。 而 由 对 称 核 的 性 质 知 ,不 恒 为 0 的 对 称 核 至 少 有 1 个 特征 值 。 从 而 推出 
p(z,t) 三 0 即 


кед) وا‎ aW (4. 3-13) 


是 退化 核 。 反 之 ， айп, EARRA RANE: 证 毕 。 
现在 我 们 给 出 作为 对 称 核 积 分 方程 求解 重要 基础 的 Hilbert-Schmidt 展开 定理 ,利用 它 
可 得 到 第 下 类 对 称 核 积分 方程 解 的 表达 式 。 
۰60۰ 


定理 4.3-4 (Hilbert-Schmidt 展开 定理 ) 设 对 称 核 k(zx,t) 的 所 有 特征 值 与 相应 的 特征 
函数 为 


Ao sa. (4.3-14) 
Фб) фра) g (z), (4. 3-15) 
ЗЕЙ АС) ЕС 0) FEK [81а b JF IF 7 FI PER, JIU RC 
f(z) = Kh= [| Cz, Dh de (4. 3-16) 
“| EFF 29 E 322 bR0fE PR 8 Ж (px (z) ) 的 绝对 且 一 致 收敛 的 傅 里 叶 级 数 
fa) = Sap G) (4.3-17) 
其 中 展开 式 的 系数 
а= Srp) = دع‎ (4. 3-18) 
证 明 ; 首 先 证 明 f(z) = (Kh)(z) 的 Fourier 级 数 展开 式 的 系数 
دو ر‎ 
А 
利用 对 称 核 的 性 质 
(Kh,çı) = (h, Kp) pi =u Kp 
得 
u £ 3 0 а\ а) № 
а = (fg) = КА) = h Kp) = (hs) = "е? = (4. 3-19) 
其 次 ,证 明 展开 级 数 是 绝对 且 一 致 收敛 的 。 由 Cauchy 不 等 式 知 级 数 余 项 
| Sanw < bhal? 3 E 
kanti ы 
< КИЫН әш (4. 3-20) 
үү 


ну козо S коол К-ТЕ Ша RCW ва KP M 
Хара асо wam, FD ес | 有 界 ,而 51 Il n жердиги 
ЖОМОК, E HAERTER ROKAN. ТЕЕ. 


定理 4.3-5 (1,5 (gp, Сх) FEREK BEIT E EREA ЕС, t) I FEE {И Ke FE BI HY FFE PR 
数 系 , 则 A Ce s£) BJ FEF FFE REIN ER 


кх, = DAO 4.3-21 
k=1 k 


且 这 级 数 同 时 关于 两 个 变量 z 和 上 是 一 致 收敛 的 。 
证 明 :(1) 当 对 称 核 的 特征 值 和 特征 函数 为 有 限 个 时 ,根据 定理 4. 3-3 知 , 必 有 


к= е (4. 3-22) 
(2) 当 对 称 核 的 特征 值 与 特征 函数 为 无 限 个 时 , 作 函 数 
padka -XAD (4. 3-23) 
= 


。61 。 


令 hz) = > Og (4.3-24) 
a 


以 下 证 明 , 若 式 (4. 3-24)— BUA, M Cr, D=k(z,1) . 
{E R(z,) =k(z,) = (zDD, 


b b Af b Ë 
Гс az = kr ае Df pada | FEISS 


= [kDa de- | Krads=0 (4. 3-25) 


КС, У Pr(z),(L= 1,2,…) 成 正 交 。 
以 下 证 明 R(z,t) 三 0, 若 R(z,t) 不 恒 等 于 0, 则 由 于 R(x,t) 也 是 对 称 核 , 故 必 至 少 有 一 
个 特征 值 与 特征 向 量 , 使 得 


Феба) =2 | Сеа (4. 3-26) 
又 (Dga) =2. f [| со даг расой =0 (4.3-27) 


故 PR(z) 与 所 有 pr (x) , (1= 1,2,…) 成 正 交 。 
注意 到 假设 级 数 (4. 3-24) 是 一 致 收敛 的 ,可 得 


ER DAD f ө, фк d=0 (4. 3-28) 
я Е < 
于 是 
en) =2 | Сасе -ED ea (Dd: 
= | всред (4. 3-29) 


即 pr(z) 也 是 对 称 核 &(z,t) 的 特征 函数 , 且 又 同 该 积分 核 的 所 有 特征 函数 pla), (1= 1,2, 
…) 成 正 交 , 故 有 


ge(z)=0 (4. 3-30) 
也 就 是 说 R(z,t) 没 有 特征 值 。 再 根据 不 恒 为 0 的 对 称 核 必 有 特征 值 知 
R(z,D=0 (4.3-31) 
即 成 立 
kl) = > Ag (4. 3-32) 
кл А 
证 毕 


定理 4. 3-5 是 针对 平方 可 积 核 而 言 的 , 若 对 称 核 是 连续 的 , 则 有 下 述 Mercer 定理 。 
定理 4. 3-6(Мегсег EE) 设 连 续 对 称 核 (z,) 的 特征 值 序列 {X44} (k=1,2,…,n) 从 
某 一 个 起 ,其 余 所 有 特征 值 均 保持 正 号 或 负 号 , 则 对 称 核 可 以 按 特 征 函 数 系 {gx(z)} 展 开 ， 
ks!) = 3) 0] 


且 该 级 数 同 时 关于 自 变量 = 和 4 绝对 和 一致 收 化。 
4.4 Hilbert-Schmidt 方法 


对 于 连续 对 称 核 的 第 下 类 Fredholm 方程 
+ 62» 


фа) = | # Dp Odet f (а) 4.41 
利用 Hilbert-Schmidt 展开 定理 得 
p= f (2) +А Жо (z) (4.42) 


式 中 ,展开 系数 c, RA, 若 能 求 得 展开 系数 c,(p > 02, DWR. 4-2) 就 是 方程 (4. 4-1) 解 
的 表达 式 。 为 此 ,我 们 将 式 (4.4-2) 代 入 式 (4. 4-1) 


S+ Dep, (=4 | kD LF WD +a Depp, Dt fa (4.43) 
Fd ы Гы 


[1 Жөе, G) = f GD) а +А Èe f (zsD) 9 (Dat (4.4-4) 
再 利用 连续 对 称 核 的 Mercer 定理 
k (x,t) = Уа (4. 4-5) 
式 中 + 
а= [k (тов Ods (4.4-6) 
将 (4.4-5) 代 入 式 (4.4-4) 得 
aG) = x Eropa, +4 Dea e42 (4.47 
比较 上 式 两 端 (2) 的 系数 得 Е 
asz = [Ë ота (4.4-8) 
代 回 式 (4. 4-2) 即 得 方程 的 解 
фб) = у 0) +А Dfe (2) (4.4-9) 
式 中 
л | f Dear (4. 410) 


上 述 求解 对 称 核 积分 方程 的 过 程 ,可 概括 为 如 下 定理 : 
定理 4. 4-1 对 于 具有 连续 对 称 核 的 第 上 [类 Fredholm 积分 方程 (4. 4-1) , 若 4 不 是 特征 
值 , 则 方程 有 唯一 解 , 且 可 表示 成 


фб) = f Gz) +À 5:2; 2-р, (а) (4. 4-11) 
式 中 ,A 和 gs(z)(k=1,2,*… -四 是 全 部 特征 值 及 相应 的 标准 正 交 特征 函数 。 而 
A= лота 


上 述 定理 给 出 了 4 不 是 方程 特征 值 时 方程 的 解 。 当 4 是 方程 的 特征 值 时 ,方程 可 能 无 
解 也 可 能 有 解 ,根据 Fredholm 第 三 定理 给 出 的 可 解 性 条 件 , 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 4.42 ”对 于 具有 连续 对 称 核 的 第 下 类 Fredholm 积分 方程 (4. 4-1) ,# 与 某 特 征 
fA, АЎ, ВГА, =A。 设 与 x 对 应 的 特征 函数 为 
@i(z),g.2 (z), g. (z) 
.63 。 


则 方程 (4. 4-1) 解 存在 的 充分 必要 条 件 是 
[у сож-.бОйт=0 G=12 9 (4.4-12) 
且 解 可 表示 为 
DR D a ig, G) + f G) (4. 4-13) 


= 


式 中 ,c, 为 任意 常数 ,ps(z) 是 与 对 应 的 特征 函数 ,f= jJ Ge (Od, 
证 明 : 因 式 (4. А-ТУ E: Z Bts arik ЭРЁ ЙЛ 
pa) =2 | соройто (4.4-14) 


其 特征 值 与 特征 函数 分 别 为 4, FN Фф, Cz) spre (z), prta l)o 
根据 Fredholm 第 三 定理 , 非 齐 次 对 称 核 积分 方程 (4. 4-1) 可 解 的 充分 必要 条 件 为 


| усә, Dar =0, (= 1,2,0) (4. 4-15) 
当 可 解 性 条 件 满足 时 , 非 齐 次 方程 的 解 是 齐 次 方程 (4. 4-14) 的 通 解 
> ` (4.4-16) 


与 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 
2: ور‎ + f(a) (4. 4-17) 
KTA 
ia 


之 和 。 证 毕 。 

对 连续 对 称 核 积分 方程 理论 作出 重大 贡献 的 是 Hilbert 和 Schmidt, 因此, 类似 于 连续 
核 方 程 的 Fredholm 理论 ,通常 称 关 于 对 称 核 的 积分 方程 理论 为 Hilbert-Schmidt 理论 ,并 称 
式 (4. 4-11) 和 式 (4. 4-13) 为 Hilbert-Schmidt 公式 。 根 据 平方 可 积 对 称 核 的 展开 定理 ,上 述 
理论 对 平方 可 积 核 的 积分 方程 也 是 适用 的 。 

相对 于 一 般 连 续 核 积分 方程 ,对 称 核 积分 方程 的 求解 相对 容易 。 一 些 连续 核 积分 方程 ， 
经 过 适当 变换 ,可 以 化 成 对 称 核 积 分 方程 ,从 而 可 以 利用 Hilbert-Schmidt 公式 简化 方程 的 
求解 。 


设 有 如 下 形式 的 积分 核 
REPERE (4. 418) 
式 中 ,i (zx,t) 是 对 称 核 ,r Со fE[a,b] EWE r Сг) 220 条 件 ,这 时 可 以 把 积分 方程 
Ке - f'k (хе (04 = f (z) 2 (4.419) 
化 成 对 称 核 积分 方程 。 
将 方程 的 两 边 同 乘 以 V7Cz) ,并 记 y (z) = Vr (Oo (z) ,得 
yD -A AOD dy Ов VF Gf GD (4. 4-20) 


显然 ,新 的 积分 方程 的 核 Vr(z)r (D1 (zx,t) 是 对 称 核 。 
上 述 对 称 核 积分 方程 的 特征 值 可 能 是 有 限 个 (对 称 核 为 退化 核 时 ) ,也 可 能 是 无 限 个 (对 
2064 + 


称 核 为 非 退 化 核 时 ), 但 对 应 于 某 一 个 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 函数 总 是 有 限 个 。 如 果 对 称 
核 积分 方程 的 特征 值 和 特征 函数 不 是 这 样 的 ,例如 特征 值 充满 某 个 区 间 , 特 征 值 是 连续 的 而 
不 是 离散 的 ,或 特征 值 集合 不 是 可 列 集 ,或 某 个 特征 值 的 秩 (与 特征 值 对 应 的 线性 无 关 特 征 
函数 的 个 数 ) 为 无 穷 , 则 我 们 称 之 为 非 Fredholm 型 积分 方程 ,而 不 予 考 虑 ,例如 下 面 两 个 积 
分 方程 : 


(CD gG =А |” e1 o (Ой, (МНН 0<А<) 


D eo) =a [ cos ze p (Dt, CREA = +, [ZWEREN 
以 第 二 个 积分 方程 为 例 : 若 f (DEL? (0,00), f (2) 的 传 里 叶 余弦 变换 和 反 变 换 为 


- (= 
F, G) = |2 |7 f (сов dt 


fO - F F, (аЭсов (zt) dz 
两 式 相 加 得 
F. (a) +۶ = | СЕ, (D+ f G) Jeos (zt) dr 
因此 ,函数 F. (>) + f(z) 是 积分 方程 
вс =з [7 $ сов (zd 


的 对 应 于 特征 值 / 之 的 特征 函数 。 又 因为 (<) 的 任意 性 , 故 与 特征 值 4=/ 之 对 应 的 线性 


无 关 特 征 函 数 有 无 穷 多 个 , 即 特征 值 =, 2 ине Ж. 
同样 ,两 式 相 减 得， 
F, (z)— f (x)= -ER @)- f (t) ]cos (zt)d# 


ШЕ, (a) = f (z) 是 与 特征 值 4= = A/ 三 对 应 的 特征 函数 ,同样 特征 值 = -之 的 秩 也 是 


无 穷 。 
例 4 解 积分 方程 


ФС А | каа 


20- 1),0<:<2 
5002,0) = 
Жл t= 1), t<z<1 


解 :(1) 求 齐 次 方程 的 特征 值 与 特征 函数 系 。 依 题 意 有 
pæ = | z= рова [есерде 
=a D Ë рй + | а- Deco: 
¢ (=2 | ов +АСе Daga) +à || а-ро) Аге Dga) 
26575 


=2 | podra | «= Dede 
Gz)=Arp(z) + A(1 - z)g(z) =Ap(7) 
齐 次 方程 的 特征 值 问题 与 下 列 的 微分 方程 特征 值 问题 等 价 : 
E -Аф(2) =0 
g0) =0,ф(1) =0 
微分 方程 的 特征 方程 为 
1-А=0 
34 2>0 时 ,微分 方程 的 解 为 
g(z) =c e + сре 
代入 边 值 条 件 确定 系数 得 
а =с=0 
BADO 时 , 齐 次 积分 方程 不 存在 非 平凡 解 , 故 没 有 正 特征 值 。 
дО 时 ,微分 方程 的 解 为 
ф(х) = dıcos VTATz + dasin VTATz 


代入 边 值 条 件 确定 系数 得 dı =0,dasin УТА] =0 

可 见 当 入 = - 忆 r2,(=1,2,…) 时 , 齐 次 积分 方程 有 非 零 解 
ф(х) = sin knz 

从 而 得 到 齐 次 积分 方程 的 特征 值 


A= -kre,k=1,2,.) 
和 对 应 的 标准 正 交 函数 系 
pl) = / зіп knz 
(2) 求 非 齐 次 积分 方程 的 解 : 


A= |, zp (adr = /2 |! тып kaza = лер“ 
当 дзед, 时 , 非 齐 次 积分 方程 存在 唯一 解 

gG) = ++ АЫ p (z) = + 22 
MA=A 时 ,由 于 


(一 TD 和 
IRA +з) 


sin Алл 
A= зрада VCD #0 
可 解 性 条 件 不 满足 , 故 积分 方程 无 解 。 
例 5 解 积分 方程 
çG) -| асер d= sin z 


sin zcos t,0< r< 
эх.) = 
и уакта 


解 :(1) 求 齐 次 方程 的 特征 值 与 特征 函数 系 。 依 题 意 有 
g(a) = | sin teos zp di +a | sin zeos pde 
Pe 


ФС) = -Asin z |7 sin pdt + Acos zsin zela) +008 z |` cos (08 —Асов zsin zg) 
= -asin z | sin tp(Ddt+ Асов = |" cos рса, 
¢ (a) = -acos z |° sin (Dd -Asin zsin арба) = Asin z |” cos 0080 — Асов zoos zga) 
= - a+2)eG2) 
齐 次 方程 的 特征 值 问题 与 下 列 的 微分 方程 特征 值 问题 等 价 
{г + (1+2)p(z) =0 
(0) =0, (1) =0 
4 1+ASO 时 ,微分 方程 没有 非 零 解 。 
34 1+22>0 时 ,微分 方程 的 一 般 解 为 
p(x) =dicos VTITATz + disin VTTTATz 


代入 边 值 条 件 确定 系数 得 dı = 0,4; VT1+aTcos УТ1+А[х=0 


арача = (6-1) нш 
= (6-2) -1 =1,2, 
齐 次 积分 方程 有 非 平 凡 解 


pla) = sin (6-3), (k= 1,2,1) 
从 而 得 到 齐 次 积分 方程 的 特征 值 
ъ= (6-2) -1,@=1,2,-Э 
和 对 应 的 标准 正 交 函数 系 


m (z) = = sin (#--У)х,(#=1,2,-=) 


(2) 求 非 齐 次 积分 方程 的 解 : 
f. = нж sin zsin (k- } )zdz 
-JAPI [cos (4= )х- cos (+ })z]az 
= [gin (t> $) ars (t+ >)=] 


je ,k=2n) 


-/(-1) (+) ,=anr1) 


利用 Hilbert-Schmidt AR, 4 A23, 时 , 非 齐 次 积分 方程 的 解 为 
көзө ADN) a+» Т) se ($) 


2А 
x 
Ер 


[i EN 2n-4)(2n+2)]'sin (2n+4)z 


À 时 ,由 于 f0, ПЕКО Е ARDET. 


1. 求 下 列 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 
(D gG) =1 [° sin zsin 2yp(y)dy 


(2) pz) =à [" sin rp(y)dy 


Р 
G) кб) =2 |! еруу 


(4) g(a) =4 | e7 1*7*1 pade 


1 
° 


(BEER d = СЫ „ө, (2) = sin шт + расов тур, 是 方程 2cote= п вв 


O рса) = | каде 


t(z+1),0<%< r< 


sk(z,t)= 
KRAER аа 


(参考 答案 :ho = 1 = -nR ,@ (z) = e ,g@,(z) = зіп пих + nncos mur, (n = 1,2, 


(O еб) =2 | kz pd 
х@- 1),0<r< 
°={ 
ыш Î 
(参考 答案 :ju = -me plz) = sin плх,(л=1,2,+)) 
(7) ф(х) =4 КОО 
Sin zcos t,0< r< 


cos zsin 97 


ханс) 
(参考 答案 :hs = 4m - 1,ф„(х) = sin 2nz,(n=1,2,---)) 
2. 求解 下 列 齐 次 积分 方程 
CD gD- 十 Г, 1zlg(od=0 


(2) ga) +a |, соз cz+DpCOd=0 


3. 求解 下 列 非 齐 次 积分 方程 


CD gD =F | корда 2 


22-D осчу 


式 中 , klt) шыш 0-2) 


ит 
(参考 答案 :8(z) = sin 52 


. 68° 


D 


D ба)-2]' kz Dp d= cos 2x 


sin zcos ,0< r< 
式 中 ， ra= 


sin teos Sri 


(BEER) = 3соз 2z + 2sin VI (z= &) (sin 2) 5 


O pa) | kaded x 


alt- 1),0< r< 
t(z-1),r<z<1 


O pa- кора = she 


e 'shr,0< z< 
RP, ACz,D = { 
ЕЕ ена 


Rh, к, = { 
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5 第 I 类 积分 方程 


5.1 第 I 类 Fredholm 方程 的 特点 


第 1 章 在 讨论 积分 方程 的 分 类 时 ,将 具有 
franea fa 65. 1-1) 

形式 的 积分 方程 称 为 第 工 类 Fredholm 积分 方程 。 

类 似 于 微分 方程 或 偏 微分 方程 ,从 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 稳定 性 角度 , 可 将 积分 方程 分 
成 适 定 的 和 不 适 定 的 积分 方程 。 第 了 类 Fredholm 积分 方程 通常 是 适 定 的 ,而 第 工 类 Fred- 
holm 积分 方程 则 通常 是 不 适 定 的 , 即 积分 方程 的 解 通常 不 存在 ,即使 解 存在 也 不 唯一 。 另 
外 ,由 于 第 工 类 积分 方程 的 积分 算 子 的 逆 算 子 通常 不 连续 ,所 以 右 端 微小 扰动 就 会 引起 解 的 
很 大 的 改变 ,也 就 是 说 第 | 类 积分 方程 的 解 通常 也 不 具有 稳定 性 。 

例 1 求解 积分 方程 


j since + pay = e= 


解 : 令 A= Í созурбу)4у,В= | sinyg(dy 


则 左 端 等 于 Asinz + Bcosz, 右 端 等 于 е“. TN, Ж А,В 取 怎 样 的 数 , 均 不 能 使 左 端 等 于 
右 端 ,所 以 该 积分 方程 的 解 不 存在 。 
例 2 求解 积分 方程 


f ба? + zt + 02) (0) = cosz 
1 1 ү 
解 : 令 «= | ей» | ода = |, egoa 


则 左 端 等 于 cz + cz +c, 右 端 等 于 cosz。clycayc 无 论 如 何 取 值 ,都 不 可 能 使 左 端 等 于 
右 端 , 故 积分 方程 的 解 不 存在 。 


例 3 求解 积分 方程 
| sine + уро) dy= 3sinz + 2cosz 
解 : 令 glz) = Asinz + Bcosz, (А.В 为 待定 常数 ) 
代 和 人 原 方程 得 : 


Asinzcosysiny + Bsinzcos? у + Acoszsin? у + Bcosrsinycosy]dy 
ы 了 


= Ззіпх + 2соѕг 
利用 三 角 函 数 的 正 交 性 得 
Arcosz + Brsinz=3sinz+ 2cosz 
۰70° 


比较 对 应 系数 得 


д=2,в= 3. 
к, т 
所 以 方程 有 特 解 
Фб) = Zsinz + Ãcosz 
x x 
又 设 m(z) 是 齐 次 方程 
[змс Deady =0 
的 解 , 则 
Фб) = (а) + фа) 
也 是 原 非 齐 次 方程 的 解 ,对 于 本 题 有 


@(z)=co + Dascosnz+ b,sinnz) 
2 


其 中 ,包含 任意 常数 co,a, ,b, ,由 此 可 见 非 齐 次 方程 的 解 是 不 唯一 的 。 
例 4 分 析 积 分 方程 的 稳定 性 : 


Pez pp = f(z), са <a 
式 中 ,f(z)EL[c,dJ;g(D ECLa,b] 
解 :平方 可 积 函数 空间 L?[c,d] 中 函数 的 偏差 用 下 式 估计 : 
осло (| Lao = соаг) 
连续 函数 空间 C[a,5b] 中 ,函数 的 偏差 用 下 式 估计 : 
ГАСЫ «таж. law- 0) | 
设 当 右 端 为 /1(z) 时 ,方程 的 相应 解 为 m (т), 
л (== [кеде (Dae 
ДЈ Ф G) = pi (£) + Nsinwt, 对 应 的 右 端 项 就 是 
һә = G) + N | tryDsinotdz 
当 w 很 大 时 ,k(z,t)sinowt 成 为 高 度 振 划 函数 ,因此 偏差 
aff = INI (| kes psnora |! а=} 
可 以 任意 地 小 。 但 此 时 解 的 偏差 
рр») = max, | g(a) - ф(х) | = max | Nsinaz | = || 
则 可 能 是 很 大 的 (如 果 N 是 很 大 的 数 ) 。 这 是 用 C[a,5] 空 间 度 量 来 估计 函数 ç, 与 o, 之 间 
偏差 。 若 改 用 L?[c,d] 空 间 度 量 来 估计 和 解 的 偏差 , 则 有 


ap- (floc сао lae]? = INI [Р паара 


= [N] 2 52 - g3 sine(h = a)coso(b+ a) 


. 71. 


显而易见 , 数 o 和 数 N 可 这 样 选 取 , 即 在 右 端 f1(z) 与 户 (z) 偏 差 充分 小 时 ,而 其 相应 解 的 
偏差 却 可 以 任意 的 大 。 这 表明 第 工 类 方程 的 解 不 具有 稳定 性 。 

上 述 几 个 例子 都 表明 了 第 工 类 积分 方程 的 不 适 定性 。 现 在 我 们 简单 探讨 一 下 积分 方程 
解 的 存在 性 。 对 积分 方程 


[коко ус) (5.1-2) 
两 边关 于 z 求 直至 ” 阶 导数 , 即 


| E2 pea = f’ (a) 6.1-3) 


OO) 6.1-4) 


然后 在 上 述 方程 两 边 分 别 乘 以 h Gs p ЛЕГЕ 
f [aD +з. + =+ gd 


= [© + pG a] (5.1-5) 
可 见 ,车 (zt) 满足 
5 а А 
[tp Dt =0 6.1-6) 
则 (也 必须 满足 
[2 Z + n- +. +1 ]J(a) =0 6.1-7 


积分 方程 才 可 能 有 解 。 这 表明 对 给 定 的 积分 核 ,只 有 当 右 端 项 函数 满足 特定 的 条 件 , 积 分 方 
程 才 可 能 有 解 ,因此 ,一 般 情 况 下 第 工 类 积分 方程 是 无 解 的 。 
车 积分 核 是 退化 核 , 即 


М 
klat) = а,Ь) (5. 1-8) 
代 人 式 (5.1-1) 得 
Zac P bpD = f(z) 
ÉI 
令 а= [Фей 
MJ f(z) 只 有 具有 


N 
f(z) = Уо * a, (z) (5.1-9) 
各 


形式 时 ,积分 方程 才 可 能 有 解 ,否则 积分 方程 的 解 就 不 存在 。 
下 面 给 出 具有 退化 核 的 第 工 类 积分 方程 的 求解 方法 。 不 失 一 般 性 , 设 


ел -Хасһо (5. 1-10) 


当 f(z) 具 有 形式 (5. 1-9) 时 ， 可 设 积分 方程 的 解 
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ею = ар, ‹5.1-11) 
将 (5. 1-10) 和 式 (5. 1-11) 代 入 式 (5. рв, 
Хоа КООШО = ee. 

Ф h = [вош (5.1-12) 
则 有 

Ха со ыа, = Уа, (z) 

ЕБРР а, (z) 的 系数 得 
Zaa, = co G= 1,2,-- N) (5. 1-13) 


上 式 是 一 个 线性 代数 方程 组 。 当 M= N, 且 系数 行列 式 不 等 于 0, 即 det(ba) 0 时 ,可 
得 到 唯一 一 组 系数 d, (ЕЁ = 1,2,…，,N) , 代 回 式 (5. 1-11) 就 得 到 积分 方程 的 解 p(z)。 当 系数 
行列 式 等 于 0 时 ,线性 代数 方程 组 存在 非 唯一 解 ,从 而 积分 方程 解 不 唯一 。 当 ММ Ў, Ж 
Жа, 也 可 能 存在 非 唯 一 解 ,从 而 积分 方程 的 解 也 不 叭 一。 而 当 M<N 时 ,线性 方程 组 无 
解 ,从 而 积分 方程 也 无 解 。 需 要 说 明 的 是 ,除了 式 (5. 1-11) 形 式 的 解 外 ,积分 方程 还 可 能 具 
有 其 他 形式 的 解 。 

@ s 求解 积分 方程 

[се + 2+ 3g = + a? +1 


Я :а, (2) = z',a,(z)=z2,a,(z=)=1 
b Ct) = 1,60) = 2,6,0) = 3 


А ' 1 i 
ba = | оаа |, ob coa | заль = |, sed=1 
А ° А о 
af = = ү EWS =3 
= [затв | ага $ rb = | P=, 


= دو‎ = igu INES 
fi зеш #1, = | ords bs, = || sed=3 


线性 代数 方程 组 为 
1 1 1)fd 1 
ЖЕГЕ 
3.9 
12 536) U 


det) = 而 天 0, 可 确定 一 组 系数 :4 = 1,4, = 0,4. = 0, 即 积分 方程 的 解 为 


3 
g(a) =D) dib (1) =1. 
例 6 求解 积分 方程 
|j a+Dena=z+1 
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解 :ai(z)=zaz(Cz)=1 
b(t)=1,6(t)=t 


i 1 
s =f FCDA = 1,0 =| bi (Des (Ddr =}, 


ba =| CD, (Dar = rb, =] God = 1 
A) Ф фа) = dı + dt, JJ 


1 
1 за 
1 


1 


r 


解 :d = -2,d: =6, 即 积分 方程 的 解 为 p(t) =6t-2. 
(2) 若 令 pg(2)=di+dzt+qdst?, 则 


herp + dt+ ade)d=z+1 


d, 


根据 式 (5. 1-12) 可 得 


1 1)fd 
1 1 
КНН 
L сл, Ct. 1 
2 3 4)\ 
а} [11 
d 
ж - ин 5 
al | 


即 积分 方程 的 解 为 g(D) = =H + 5+ FP, 
可 见 积分 方程 的 解 是 不 唯一 的 ,事实 上 ,任何 如 
p(t) = Va, (NZ) 
形式 的 函数 都 可 能 是 积分 方程 的 解 。 — 
5.2 第 I 类 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 


定义 5.2-1 设 对 某 个 不 恒 为 0 的 实数 4, 存 在 不 恒 为 0 的 函数 pg(z) 和 ylz) ,满足 下 列 


方程 组 
ZG) =2 | kz py dy 
= =2 | Еарб 
ДКА 是 具有 积分 核 k(z,z) 的 第 工 类 积分 方程 
[kæde fa 


的 特征 值 ,或 直接 称 А WRA k CD MRTE, (o) pa) } 称 为 与 特征 值 》 对 应 的 特 I 
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征 函 数 对 。 

由 上 述 定义 可 以 看 出 , 若 {g(zx) pC) } 是 与 4 对 应 的 特征 函数 对 , 则 {gCz), - Wz)} 或 
{一 g(z),y(z)) 就 是 与 -4 对 应 的 特征 函数 。 因 此 ,对 第 工 类 积分 方程 ,我 们 一 般 可 认为 特 
征 值 是 正 的 ,以 避免 不 确定 性 。 

下 面 讨论 第 工 类 积分 方程 特征 值 与 对 应 特征 函数 对 的 求法 。 将 式 (5. 2-1b) 代 入 
式 (5. 2-1a) 得 


ею = er) [| EE pdt Jay 


= Í [fs (х,у) И, уду рое 


=з f'k сорой (5. 2-3) 
式 中 

Асо асе Кб, уйду 6.2-4) 
PARDA kr DWAR. 
同样 ,将 式 (5. 2-1a) 代 入 式 (5. 2-1b) 可 得 

po s f'k. zDD de (5. 2-5) 

式 中 

k. ао = EDk Ddy 6.2-6) 
ДАВ klx, DIKE. 


RRT DUN ERE П REVUES. 2-3) 和 式 (5. 2-5) 的 特征 值 M” = 与 特征 函 
数 p(z) 及 Wz) 得 到 第 工 类 积分 方程 (5. 2-2) 的 特征 值 A 与 特征 函数 对 {p(z),WCz) } 。 

定理 5.2-1 ЖА, (pi Cz) С) } 是 第 工 类 积分 方程 (5. 2-2) 的 特征 值 与 相应 的 特征 函 
BAH WA? р DMA? ,y(z)) 分 别 是 对 称 核 式 (5. 2-4) 和 式 (5. 2-6) 的 通常 意义 下 的 特 
征 值 和 特征 函数 。 

证 明 : 设 X, {gi(z) ,省 (z) } 是 第 工 类 积分 方程 (5. 2-2) 的 特征 值 与 特征 函数 对 ， 
则 有 


PD =, kz Оду (5.2-7) 

Bwat Еу, жабду (5.2-8) 
将 式 (5. 2-8) 代 人 式 (5. 2-7) 得 

p Afk Cana (Da: (5.2-9) 
同样 ,将 式 (5. 2-7)Җ Ах (5. 2-8) 可 得 

= =f. єой 6. 2-10) 


FI IL, (A? ф) ТОАГ, ДӘ k (r,t) УЕ. (z, t) 8 E Ë X F fJ 55 46 8 55 FFE РАЖ. 
证 毕 。 
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当 第 工 类 积分 方程 的 积分 核 是 对 称 核 时 ,由 于 
ЕС.) = 0,2) (5. 2-11) 
HEKE РАЈН, BB 
k (x,t) =k. (zx,t) (5. 2-12) 
从 而 式 (5. 2-3) 与 式 (5. 2-5) 完 全 相同 , 即 特征 函数 P(z) 与 %z) 满 足 相同 的 积分 方程 ， 
从 而 有 


Фб) pa) (5.2-13) 
这 样 ,定义 第 工 类 积分 方程 特征 值 的 积分 方程 组 (5. 2-1) 就 退化 为 
еб) af kz yp) dy (5.2-14) 


从 而 第 工 类 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 和 第 卫 类 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 是 相 
同 的 。 在 一 般 情况 下 ,由 于 k(z,t) 是 非 对 称 的 , 左 迭 核 与 右 迭 核 并 不 相等 。 

下 面 来 定义 一 类 特殊 的 对 称 核 。 

定义 5.2-2 对 任意 不 恒 为 0 的 连续 函数 p(z)EC[a,5], 令 

J =f ae opa Яаа 65. 2-15) 

(a) 车 ] 宇 0, 则 称 积分 核 (z,t) 为 半 正 定 核 。 

(b) # 70, REUTER kr DEE MER. 

(c) 若 J>>0, 则 称 积分 核 &(z,z) 为 正定 核 。 

(d) 若 J 一 0, 则 称 积分 核 ECz, 六 是 负 定 核 。 

定理 5.22 ”对称 核 &(z,t) 为 半 正 定 核 的 充分 必要 条 件 是 它 的 所 有 特征 值 均 为 正 的 ; 
对 称 核 (z,t) 为 半 负 定 的 充分 必要 条 件 是 它 的 所 有 特征 值 均 为 负 的 。 

证 明 : 由 于 p(xz)ECLa,b], 可 以 按 积分 核 的 特征 函数 系 {qx(z) } 作 传 里 叶 展开 


p(z) = У) pipi (z) (5. 2-16) 


而 根据 Hilbert-Schmidt 定理 ， Ë (хм) Pdt 也 可 以 按 {w (a) EE, В. 


[жора = Dg (5. 2-17) 
à 各 
RP, pi = (р.(х),р(т)), 
对 式 (5. 2-17) 两 边 乘 以 p(z) 再 关于 工 从 a Bjb 积分 得 
г] сао рсдвах= >) LE (5. 2-18) 
J. =: 


ARE 1>0, (R= 1,2,-+--),45Җ Ј220, В, FF 1<0, (ЕЁ = 1,2,---) А J<0, 
这 就 证 明了 充分 性 。 

再 证 必要 性 。 设 特征 值 4 二 0, 则 用 与 1, 对 应 的 特征 函数 gp;(z) 代 替 式 (5. 2-18) 中 的 
p(z) 得 


a — СУЎ -Lf b 
[со Фр бой = 2f #0004: }<0 65. 2-19) 


(RG. 2-19) 利 用 了 特征 函数 的 正 交 性 ) 这 与 J>>0 相 矛 盾 , 故 不 能 有 负 特 征 值 。 
۰76° 


同 理 可 证 X;<0, 也 是 J<0 的 必要 条 件 。 证 毕 。 
定义 5.2-3 ”对 于 连续 对 称 核 &(z,z ,如 果 不 存在 不 恒 为 0 的 连续 函数 与 (x,t) 的 所 
有 特征 函数 正 交 , 则 称 积分 核 &(z,t) 在 连续 函数 类 中 是 完备 的 。 
对 于 对 称 核 来 说 ,正定 性 与 完备 性 是 等 价 的 。 即 成 立 下 面 的 定理 : 
定理 5.2-3 半 正 定 核 k(zx,i) 成 为 正定 核 的 充分 必要 条 件 是 k(x,t) 是 完备 的 。 
证 明 : 先 证 充分 性 。 如 果 k(z,t) 是 完备 核 , 则 不 存在 不 恒 为 0 的 函数 p(x) 与 核 k(zx,t) 
的 特征 函数 系 {pr(z) } 都 正 交 , 即 必 有 1 个 p, = (р(х), ф(х)) #0, HRG. 2-18) 知 ,此 时 
VA J>0. 
再 证 必要 性 ,由 式 (5. 2-18) 知 , 若 二 0, 必 须 至 少 有 1 个 灸 天 0, 即 任意 不 恒 为 0 的 函数 
D) ,都 不 会 与 所 有 {gr(z) } 正 交 , 从 而 核 ECz,z) 必 须 是 完备 的 。 证 毕 。 
对 任意 平方 可 积 函数 p(x) EL [a,b] EA 
рор) =] f'k. сорсо) (yaza: 
aa кы ыу. 
=f [есю [| EGC, ds aza: 
= [| EE Dpr. ess) еа Јаз 


орсо 4 > o (5.2-20) 


同样 ,有 (2° pp >0 (5. 2-21) 
即 对 称 核 . ЖП ЕЁ” 都 是 半 正 定 核 ,根据 定理 5. 2-3 它们 的 特征 值 都 是 正 的 。 
进一步 还 可 以 证 明 , 迭 核 A。 和 A"* 关于 同一 特征 值 ; 的 秩 是 相同 的 。 即 , 若 qi С) ,gs 
Са) gl (a) j CE) rph (а), +, (бл) HEEE k. 和 大 "对 应 于 同一 特征 值 Ni 的 特征 函数 ， 
ЯШ [= т. 
最 后 ,我 们 指出 第 工 类 积分 方程 是 可 对 称 化 的 积分 方程 。 只 要 在 式 (5. 2-2) 两 边 同 乘 
URC HERF x Ма 到 5 积分 ,得 


ИА 
[уоту sf’ кс Ra ye dede 


=f [keep kayar ео 


=f .Cac (5. 2-22) 
#5 ЕС» = f ууда 
则 有 FOD= fk. egde (5. 2-23) 


HIER k. (1,y) =z, &(Czyy)dz 是 对 称 核 , 因 而 原 积 分 方程 就 转化 成 了 具有 对 称 


核 &。(z,y) 的 积分 方程 (5. 2-23). 
例 7 求 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 


|j e-opod=z+l 
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йа) K Cz, =| kz,y) Edy 


在 本 题 中 ,&(z,y) = z¬ ykt,y) =t- y, 
所 以 


к z9 =| 0а 0ш 51 ++ 
原 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 {gq:(z) } 满 足 
Ф = Га ср Оа 
由 于 k*" Се, FERE , PI FRAN F PKR НИНИН. 


У 
+ «=| rod 

af pod 
则 e =| (2-2) оаа | (3-2) о 


а 
HERRA а 和 c 的 定义 式 得 


化 简 后 得 


1-5 o Jfa] р 
即 || [= 


从 而 = 2V5。 相 应 的 特征 函数 wm (z) = (4-с, (е) = dz + dad, da 为 任意 
常数 )。 
OD k. бє, =| EEk Ddy 


在 本 题 中 Cy,t) =y-t; ЁСу,х)=у-х. 
所 以 


© 
1 
| 


+ ا - ج = وھد - -Dy‏ |= 9 .۾ 
可 见 该 积分 方程 的 积分 核 kz,t) = z - t REER, BHEE SA ЖЕ ЖЕЙН], ЇЧ‏ 
而 特征 值 及 相应 的 特征 函数 也 相同 。 即 ¿ C) = ф(т).‏ 
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例 8 求 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 
| cropCd=z+1 
解 :积分 核 &(z,z) = 工 +t+ 是 对 称 核 ,其 左 、 右 迭 核 应 相同 , 即 
K (æD) =| kesy) Куу 


М 
=| + G+ ydy 

i 
= [+ (z+ )y+ у]ду 


R 
„ЕЕ 


2 
72, 
(ЖО; =} RECORDdy 


A 
+3 


=[, ++ Ddy 


AT AC) = w(z), 且 特征 值 与 特征 函数 满足 如 下 方程 : 
çG) R| k pd 
又 由 于 hk" (x,) 是 退化 核 , 故 可 用 如 下 方法 求 特征 值 与 特征 函数 , 令 


| 
asfi Odre f рода 


则 а (+) | ров (z+ 二) [рош 


= 
3 12 
7 
1-52 =x |а 0 
12 
Š; -i 1-2м||а| 
зА 1-772 % 0 
4 detA =0, 得 
еве 
-Z Yf -Zp 
(2 4) 120 +5) =0 
А 


аа 8-57 
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4 s= 1,MJ 
(D 4151 时 ,c = 3; 
(2) 当 M=)a В, = -/3, 
所 以 特征 函数 


каен еа) (0) 098.2) 
1 
3 


验证 g; (z) 与 ф (z) BJ EXE 
in tri 2: 
[асса |! (r - ү;)4с=о 
5.3 ”Schmidt-Picard 定理 


在 讨论 具有 对 称 核 的 第 工 类 积分 方程 时 ,我 们 讨论 了 Hilbert-Schmidt 展开 定理 。 本 节 
我 们 将 讨论 类 似 的 展开 定理 ,并 最 后 给 出 第 工 类 积分 方程 的 可 解 性 条 件 , 即 Schmidt-Picard 
定理 。 

定理 5.3-1 BEAM {фу Cr) sg (a) } 是 第 工 类 积分 方程 


| ee,ogd=yren (5.3-1) 

或 积分 核 k(z,) 的 特征 值 序列 和 相应 的 标准 正 交 特征 函数 对 序列 ,上 且 (zx,t) 和 g(t) 均 为 

区 间 [a, 妇 上 的 平方 可 积 函数 , 则 | F(z, кй 可 展 成 关于 {g } 的 绝对 且 -一 致 收 伍 级 
数 , 即 

f= kz Dg d= È fga 6.3-2) 


RPS C/(z)vg(z))。 而 | ETDS IRR (A CD) OER HBA, 
Hl FC =| ETD /dz = Drw (z) ,其 中 ,已 = (Ех) AG). 
证 明 :考虑 级 数 (5. 3-2) 的 余 项 ,并 应 用 Cauchy 不 等 式 知 
(Soo > йз». Si lepo 


«илн Pla (5. 3-3) 
HHR, DRT (p; Сас) } 展 开 , 即 д 
k(z,t) = Ža (2209 (5. 3-4) 
则 传 里 叶 系 数 Е 
a =f коой = 00 (5. 3-5) 


根据 Bessel 不 等 式 , 应 有 
80. 


> Е >f [kz 0 | *dr<MCH RENO (5.3-6 
| 3 А 


从 而 ， 
IŽ лесом л (5.3-7) 
КЕР je Та 
f= тардаг | варе ddr= 二 KAOL 65. 3-8) 
即 
ал | есд 6.3-9) 
ATAS TARE g OAF (9, (2) ) 的 伟 里 叶 展开 级 数 的 系数 ,根据 Bessel 不 等 式 ,应 有 
Ўл г<! lg ld<o (5.3-10) 
因此 ， 对 任意 小 的 正 数 ,我 们 可 取 足 够 大 的 nA p AER 
РЕ :< 5.3-11) 
从 而 ， 
|5 лсо ем лме (5. 3-12) 


这 就 证 明了 级 数 (5. 3-2) 是 收敛 的 ,现在 证 明 级 数 的 和 就 是 /(z)。 
[ее = Ўл со |° = f |f eane- Ў ferca | 


у са 
Гесу ева = 


RDF Гасовод банд л? 
г! sa isi 


Ш 


fk. ооо ау = 2ке У Ср + DI fl? 


= fe. CDOT ddy- УЛ Sl? (5.3-13) 
HBA k. (z,y) 是 对 称 核 , 且 有 
[сора = "| zake, dy 
<f [f kasala]. [ "A(t, ld dy <M? b-a) 6. 3-14) 
利用 对 称 核 的 Hilbert-Schmidt 定理 ， 
fik. eoa >e 2)0 = Хар W 


得 了 k. Wg EDdyd= Ў) lgl 65. 3-15) 
J: EE: 


。81 。 


代入 式 (5. 3-13) ,并 注意 到 式 (5. 3-8) 得 
|œ- Ўл ә |° „Р Р-У 


Щщ поо, ЕЕН ВОКС 0, 因 此 ,级 数 fip: С) Н ЗОР f(z). Ж 


и, я 可 以 证 明 Fw (DEX ABF F(z). 
定理 s. 3-2 (Schmidt-Picard 定理 ) BHAA pC) p) } 是 第 工 类 积分 方程 
epgod=rean (5.3-16) 


的 特征 值 序列 和 相应 的 特征 函数 对 序列 。 且 正 交 标准 系 {gi(x)} 对 平方 可 积 函 数 是 完备 
的 , 则 第 工 类 积分 方程 有 解 的 充分 必要 条 件 是 级 数 


УЛЫ (5. 3-17) 
可 


ERA. HP, S= (frp. 
证 明 ; 先 证 必要 性 。 设 第 工 类 积分 方程 有 解 ag(1) EL [a,b]. REE 工 类 积分 方程 特 
征 值 的 定义 , 则 有 


[кобой safe Ofer: gaz ar 


=] СО cc,osod]dz 


zaf Pfade Afi 65. 3-18) 
HN Af: HER к ORF {уф б) RAHE ЖС, FRYE Bessel REX, 
ÈRAN Ë асо) гаса СТВЫ 6.3-19 


故 级 数 (5. 3-17) 是 收敛 的 。 
再 证 充分 性 。 设 级 数 (5. 3-17) 是 收敛 的 , 则 当 п-> оов, Я 


> А20 (5. 3-20) 
根据 里 斯 - 费 希 尔 (Riesz Fischer) 定 理 必 存 在 函数 g(a) EL’ [a,b] tE nont, 
Ке -afpa |—o 6. 3-21) 
ишак ü 
çG) = fo) [ky gr dz (5.3-22) 
则 有 


ip 
Core) = Ср) [Гвозд Обу = f= Lg OpEd (5.3-23) 
注意 到 
f =f тсрс Трес De lpr dr 
82. 


=| [асо paz le CDar 
А 
= [во а= 8: (5.3-24 


这 一 式 子 表示 f(z) 关 于 {q(x)} 的 Fourier 系数 f, 5 g (KF {4 0) } 的 Fourier 系数 g, 
之 间 存 在 关系 式 


f= ker (5. 3-25) 
利用 这 一 关系 式 , 从 式 (5. 3-23) 得 (p,q;) =0. 
又 知道 {g(xz) } 是 完备 的 , 故 g 二 0, 即 
f= RODE (5. 3-26) 
也 就 是 说 
Ке = و‎ (5.3-27 


是 积分 方程 的 解 。 证 毕 。 
从 上 述 定理 的 证 明 过 程 中 看 到 , 若 第 工 类 积分 方程 有 解 , 则 它 可 以 表示 成 


gG) = D Af hi (z) (5.3-28) 
1 


事实 上 ,车 记 g,(z) = Xfw(z), 则 有 下 面 的 定理 。 
定理 5.3-3 若 第 工 类 积分 方程 
[коой = усо (5. 3-29) 


有 解 , 则 当 且 仅 当 正 交 标准 函数 系 {zw(z) } 对 于 f(z) 是 完备 的 时 ,序列 Kg, 一 致 收敛 于 
了 (z); 当 且 仅 当 正 交 标准 函数 系 {yi(t) } 对 于 g(z) 是 完备 的 ,g,(z) 均 值 收敛 于 g(a). REI 
是 , 若 


кб) = [вода (5.3-30) 


ЕТИ, EL [a,b] W в. (2) З T g(z), 
证 明 :注意 到 


Kg, (2) = | вао Уулун de 
a КП 
= Daf: [коф бой 
gfe) 


=È fpa) (5.3-31) 
pa 
则 
> ` | 5 
[ка = Go ае = | È fpa- fa | ar 
= lw 1dr-2Re Df, fe DTSar+ Ўл 
-d {#1 Ы i=1 


‚83. 


= Iœ зае >l fl? (5. 3-32) 
当 {w(z) } 对 f(z) 是 完备 的 时 ,有 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 


Ѓоре Ўл (5. 3-33) 
即 Й 
limf’ ка, ~ fa) |?dz=0 (5. 3-34) 
这 表明 ,Kg, 均值 收敛 于 f(zx)。 
若 第 工 类 积分 方程 有 解 , 即 有 
I= kaea (5. 3-35) 
则 由 定理 5. 3-1 知 
f) =[ kena Ў еа) (5. 3-36) 


是 一 致 收敛 的 , 即 级 数 Kz. = Dre: С) ЗО f(a). 
同样 ,着 积分 方程 有 解 5Cz), 则 有 


Í |g,G) = g(a) |24 = Í | Dasya -egCz)|?dz 
=f [Aa = zG)] * [DAFT - gG Jaz 


SERIAL -RDAS gi + | gl dar (5.3-3 
isi isi “€ 


利用 f(z) 关于 {gi(z)) 的 Fourier 系数 f, B=] g (z)32 (A (z) } 的 Fourier 系数 g, 之 间 的 关 
系 式 


= в: (5. 3-38) 
式 (5.3-37) 可 以 进一步 写成 
Flaw -ew Рага | ew lae- Dll 
ШР АЛ 是 g(z) 关 于 {yg(z)) 的 Fourier 系数 ,所 以 当 {g(z)} 关 于 gCz) 是 完备 的 时 ,成 立 
f lew ha Ўл (5. 3-39) 
这 表明 j 
limf’ len- g(a |?dr=0 (5. 3-40) 


MAM е. с = DAL 均值 收 化 于 g(z)。 特 别 是 , 当 g(z) 可 写成 形式 


ra | Fy Th dy (5.3-41) 


时 ,由 定理 5. 3-1 Sl g(z) 可 展开 成 绝对 且 一 致 收敛 级 数 
. 84» 


区 (Z) = Уа б) = УА (z) 
=i = 
即 g,(z) 一 致 收敛 于 g(z)。 


(5. 3-42) 


在 Schmidt-Picard 定理 中 ,特征 函数 系 的 完备 性 起 着 重要 作用 ,没有 它 就 不 能 保证 方程 
解 的 唯一 性 。 只 有 当 特 征 函 数 系 对 平方 可 积 函数 是 完备 的 ,才能 保证 第 工 类 积分 方程 在 平 


方 可 积 函 数 空间 中 存在 唯一 解 。 
例 9 讨论 积分 方程 的 可 解 性 : 


[| с+офой= +1 


(5. 3-43) 


解 : 积 分 核 &(z,z) = 工 + 上 是 实 对 称 的 ,上 且 是 退化 的 。 从 而 第 工 类 积分 方程 (5. 3-43) 55 


第 下 类 积分 方程 

e =з], z+ pd 
的 特征 值 与 特征 函数 是 相同 的 。 
令 «=, ро, = рой 


则 式 (5.3-44) 可 以 改写 成 
pT) = cz +c 
将 式 (5.3-45) 代 入 ci осо 的 表达 式 得 


acharia 


= $a + ko, 


写成 矩阵 形式 
1-2 - 
-4 1-4 
解 之 得 -6+4V3i = -6-4/3 
相应 特征 函数 : 
ا = ي م‎ G) = 
9+5V3 
f= fip) =| (z+ Dp (adr 9553. 
=], +c ZEWE 
1 9-5/3 
f= (fp) =| (r+ Dg CGa)dz= 
М he ey 
显然 
py 
是 收敛 的 。 


(5. 3-44) 


(5. 3-45) 
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因而 第 工 类 积分 方程 有 解 ， 
(ж) =1, fig + 22 fap = 6бх-2 
但 是 由 于 {gi(z) } 不 是 [0,1] 上 的 完备 函数 系 , 故 积分 方程 的 解 不 是 唯一 的 , 见 5. 1 节 中 例 6 
的 讨论 。 
例 10 讨论 积分 方程 的 可 解 性 
| kr,ppCd=simmz 
(1-z)t, 0 = 
RED u =D сш 
解 :积分 核 是 实 对 称 核 , 故 第 工 类 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 与 第 下 类 积分 方程 的 特 
征 值 与 特征 函数 是 相同 的 。 即 
Мм =P sda = (21)? А, = От), 
gı (z) = /2 sinrzypa(z) = / 2 sin2xz,+--,g,(z) = //' 2 sinzz, 
另外 ,由 三 角 函 数 公式 知 


эї?лг= 了 sinrz- 二 sin3rr= тз" w- =° (z) 


所 以 ,f1= 
由 于 级 数 


уу” руз Жел So. 


уйл = (=) + (92 A = = 5, 


显然 是 收 全 的 , 故 第 类 积分 方程 有 解 又 因为 特征 函数 系 (o, (z) } АСЛЫ 
准 正 交 函 数 系 ,因此 ,第 工 类 积分 方程 在 L?[a,b] 空 间 存在 唯一 解 , 即 


PD) =3, fip (а? + fg Ge) =E sinnz 3sin3nz) 


5.4 两 种 逐次 逼近 法 
由 于 第 I 类 积分 方程 
frre d= fo (5.4-1) 


是 可 对 称 化 的 积分 方程 , 即 只 要 在 积分 方程 两 边 同 乘 以 ECzy,y), 再 关于 工 从 a 到 5 积分 ,就 
可 以 化 成 具有 对 称 核 的 第 工 类 积分 方程 
fik. ewe d= FO) 6.4-2) 


因此 ,以 下 只 考虑 对 称 核 积分 方程 (5. 4-2) 的 求解 方法 。 这 里 介绍 两 种 逐次 逼近 解法 。 
(1) 第 一 种 逐次 允 近 解法 : 
° (= gı +F) |’ k. оа Ode 
mG) € L [a,b] 
由 上 述 迭 代 公式 ,可 得 到 序列 
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(5. 4-3) 


Бо Сх) „в. (х), g2 (х), 5", 6. (а) 
可 以 证 明 , 当 n>co 时 ,g,(z) 趋 于 g(z),K. g,(z) 趋 于 下 (z), 而 Kg, DF f(z). 
定理 5.4-1 若 方程 (5. 4-1) 的 解 g(z) 存 在 , 则 当 且 仅 当 正 交 标准 函数 系 {y(z)} 对 于 
&(z) 是 完备 的 时 ,由 式 (5. 4-3) 确 定 的 函数 序列 g,(z) 均 值 均值 于 gC) ,特别 是 ,车 gCz) 还 
可 表示 成 
ва) = [EDO 


式 中 ,h(y) EL [a,b], W go(Cz) 一 致 收敛 于 g(Cz)。 此 时 ,K.g,(z) 一 致 收敛 于 F(z). MH 
仅 当 {gi(z)} 对 于 f(z) 是 完备 的 时 ,Kg,(z) 一 致 收 化 于 f(z). 
上 述 定 理 的 证 明 较 复杂 ,这 里 略 去 证 明 过 程 。 
第 一 种 逐次 积分 法 , 仅 要 求 积 分 核 K.(,z) 是 对 称 的 ,对 k(z,t) 甚 至 没有 对 称 性 要 求 。 
下 面 介绍 的 第 二 种 逐次 通 近 法 ,其 要 求 要 苛刻 的 多 ,不 仅 要 求 积分 核 k(z,t) 是 对 称 的 ,而 且 
必须 是 正定 的 。 
(2) 第 二 种 逐次 通 近 法 : 
g.(z) = g.-i (z) +ALf CT) ¬ fa-1(z)] 
жас н НС 


EKM [a b ЕЗ nl В, НЕ ЕВ p| — RUF] 
воба) ова Сх) одо а) O 
可 以 证 明 , 当 nco 时 ,g,(z) 均 值 收敛 于 g(x). 
定理 5.42 设 积分 核 &(z,t) 是 实 对 称 正定 核 ,f(z)EL?[a,6], 若 积分 方程 (5. 4-1) 
的 解 存在 , 则 当 0<A<2Xwo 时 ,由 式 (5.4-4) 确 定 的 函数 序列 g, (z) 均 值 收敛 于 积分 方程 的 


(5. 4-4) 


Ж Со). 
证 明 : 将 迭代 公式 (5. 4-4) 改 写成 
Ё&„(х) = g(z) + u(x) ‚_ (5.4-5а) 
从 而 En-1 (x) = g(z) +u,- (z) (5.4-5b) 
两 式 相 减 得 : 
ga (2) - gn-1 (2) = u, (z) иаа) (5,4-6) 
又 由 式 (5.4-4) 知 
g.(z) ¬ g,- (z) =А[ f(z) ¬ fa-1(z)] 
5 " 
=2[ kæde as-f (zs) gn-ı 645] 
=f RC, Гас) = „101% 
= -a RCE pu, (Dds 6.4-7 
所 以 
u, (a) Suci (2) =| веза, (ds ‹5. 4-8) 


对 式 (5. 4-8) 两 边 同 乘 以 积分 核 &(z,s) 的 特征 函数 {p(z)} ,并 对 工 从 a BJ b 积分 得 
+87. 


f Dg caz =] uni Се Сове -af po [f RCE, ou, (ds Jer 


= un Dp dea Ги, [| kG, De сеа 


= un De Gaz A|. орд (5. 4-9) 
令 вы =] исо (Dd (5. 4-10) 
WRG. 4-9) 可 写成 
EEE а = (1 - Jein- (5.4-1 
从 而 有 
а= (1 - (e 6. 4-12) 
由 于 正定 核 的 特征 函数 系 {g (z) } 是 完备 的 ,所 以 Parseval 等 式 成 立 ， 
| КО» [аг |2 (5. 4-13) 
当 参 数 WJ 0<А<2А FF ü 
< |i- 2 <1 (5. 4-14) 
从 而 正 项 级 数 
lau ге] іе еар (5. 4-15) 
Wë. 


对 于 收敛 的 级 数 (5. 4-15) ,任意 给 定 正 数 e, 总 可 以 找到 正 整数 N. (e), 484894 n>N, 
(e) 时 ,有 


lanl? < la? <t (5. 4-16) 
对 于 上 面 的 e>0, 存 在 N; >0， 使 当 >м, ont, 有 
5... е5 1-а Гао |25. (5. 4-17) 
考虑 到 不 等 式 (5.4-16) 和 式 (5. 4-17) 81, 4 N 足够 大 时 ,有 
| weplpdz<e (5. 4-18) 
[1 ` 站 ee вс ае (5.4-19) 


这 就 证 明了 g,(z) 均 值 收 敛 于 g) EE. 
例 11 用 逐次 逼近 法 解 积分 方程 
Í k(zsDp(Ddt = sinzz 
[= zt， оаа 
式 中 ,k(z,t) = (Dz, т< е<1 
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解 :由 于 积分 核 &(z, 妇 是 对 称 核 ,因此 ,第 工 类 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 与 第 工 类 
积分 方程 的 特征 值 和 特征 函数 是 相同 的 。 


pa = f kz pd 
z i | 
а | a- 20 +a | GDzp(Dd 
¢ = =2 (Dar + aG Dap) А | оре АС дро) 


= -1 f wara | a-pa 
g'a) = -MAzp(z) —А(1-х)ф(т) 
= -hp(z) 
特征 值 与 特征 函数 可 通过 下 列 微分 方程 定 解 问题 求 得 
ee =0 
g0) =0:ф(1) =0 
ф(х) = cicos Az + casin Az 
由 gp(0)=0 得 c=0; 由 g(1)=0 得 sinyX=0。 故 特征 值 
A, = (ER), (k=1,2,3,*) 
相应 的 特征 函数 为 
plz) = sinkrz, (#Ё=1,2,+) 
由 于 所 有 特征 值 都 大 于 0, 且 特征 函数 系 是 完备 的 , 故 积分 核 是 对 称 正定 核 ,在 满足 0<4 一 
2x 时 ,可 用 下 列 公式 逐次 逼近 求解 
ү. = д, (а) ЖАС f(z) - f.-i Gz) J 


gola) E€ Lalab], f. iG) = всу) вас (Dds 


取 go (z) = 0 作为 零 次 近似 ,并 取 参 数 A= 1, 则 得 
gi G) = f(z) = sinxz 


g(x) = sinxz[ 1 + (1- )] 


4 
gs (z) = sinxz| 1 + (-5)+(1-2)] 


gaz)=sinrz[1+ (1-4) ++ 4-5) ]=#[1 - (1-4) Jsinnz 
令 ло, limg, (z) = msinrr。 即 第 工 类 积分 方程 的 解 为 
р(х) = msinxr 
5.5 第 I 类 Volterra 型 积分 方程 
考虑 第 工 类 Volterra 型 积分 方程 
[к,ой f(a) (5. 5-1) 
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利用 广义 Leibnitz( 莱 布 尼 兹 ) 公 式 
ZJ Fanas т, AF Crs Dd + Fag (а) -Ferala GO (5.5-2) 


得 
+ d 
kadga) +| kanpoa Efa) (5. 5-3) 
当 &Cz,z) 天 0 时 ,上 式 成 为 
ey + Eg) d= z 6.5-4) 
BaD me La 
令 Вад = Fy) EO = тесту 
则 еб) + hz Dp d= FG) (5. 5-5) 


这 样 就 将 第 工 类 Volterra 积分 方程 化 成 了 第 下 类 Volterra 积分 方程 。 下 面 说 明 这 种 
变换 是 同 解 的 。 
式 (5.5-4) 或 式 (5. 5-5) 可 看 成 


ifikapo fa (5. 5-6) 
两 边 积分 后 得 
[kr f(a) +¢ 6.5-7 
可 见 , 只 有 当 常 数 c=0 时 , 式 (5.5-6) 与 式 (5.5-1) 才 是 同 解 的 ,为 此 要 求 
уба) =0 (5.5-8) 


此 时 ,c= 0, 从 而 就 保证 了 变换 是 同 解 的 。 
例 12 求解 积分 方程 


É cos(z— y)p(y)dy= sinz 
解 :因为 /(0) = 0, 故 原 积分 方程 等 价 于 
Ке -f sin(z— у)фСу)4у = созт 
由 上 述 方程 知 p(0) = 1。 再 对 两 边关 于 z 求 导 1 次 得 : 
¢ (2) -| costz- p(y = -sinz 


注意 到 原 积分 方程 ,得 g (z) =0, 从 而 P(z) = c( 常 数 )。 又 因为 pg(0) = 1, 所 以 
pg(z)=1 
例 13 求解 积分 方程 


f sinz- De(Ddz= f(z) 


(47 yG Say DANE 
解 :(1) 对 原 积分 方程 两 边 求 导 得 


| costz- Dg(Ddr= 2z (5.5-9 
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这 仍 为 一 个 第 工 类 Volterra 积分 方程 ,再 对 两 边 求 导 1 次 得 


pa) -| засе оров =2 (5. 5-10) 

注意 到 原 积 分 方程 得 
gG)= Z +2 (5.5-11) 

《2) 积分 方程 两 边 对 z RF 
[ose Ора = e (5.5-12) 
这 仍 为 一 个 第 I 类 Volterra 积分 方程 ,再 对 两 边关 于 工 求 导 1 次 得 

çG -| sinc Dg(Ddt= e (5. 5-13) 

注意 到 原 积分 方程 ,得 
g(a) = 2e -1 (5.5-14) 


但 这 个 结果 是 错误 的 。 这 是 因为 式 (5. 5-9) 和 式 (5. 5-10) 都 与 原 积分 方程 是 同 解 的 ， 
所 以 结果 pCa) = х* + 2,3% f(x) = z2 时 是 正确 的 。 而 式 (5. 5-12) 虽 与 原 积分 方程 同 解 ,但 
方程 (5. 5-13) 与 方程 (5. 5-12) 并 不 同 解 ,所 以 g(x) = 2е* - 1 不 是 原 积分 方程 的 解 。 事 实 
上 , 当 z=0 时 ,方程 (5. 5-12) 左 端 为 0, 而 右 端 为 1, 故 方程 (5. 5-12) 无 解 。 从 而 原 积分 方程 
也 是 无 解 的 。 

作为 一 个 例子 ,下 面 讨论 第 [ 28 Volterra 积分 方程 :Abel 方程 的 求解 。Abel 积分 方程 
可 一 般 地 写成 


Фи) ys С 
上 TE = yG), (O<e<D (5. 5-15) 


其 积分 核 AKCz,D) = ЕВ т 处 具有 弱 奇 性 。 为 消除 弱 奇 性 ,在 方程 两 边 同 乘 
Cu- 20° ,然后 再 对 工 从 0 到， 取 积 分 


"d: P. SG) E PEN a 3 
Г Epa =f -osade (5. 5-16) 


交换 积分 次 序 后 得 : 
Гна,оеов= fiw (5. 5-17) 
式 中 лоо =|? аа fade 
[2 ас. 
нао | аунату 
作 变 量 代 换 
r= + E Козу (5.5-18) 
则 
а= روو حا + گا‎ = УСТ + созу) 
и- х= روو - ےا‎ = ИЗО - cosy) 
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ESET RE 
Hun) = =]; (1 + соѕу)* (1 – созу)!“ 


再 作 变量 代 换 
1~cosy=2z 
则 
= ГО -а)Гбо) _ x 
H(u,t) = а=® T ГО) епот 
而 


лао | саа fade 
= - f foodu- 
= Oye а-а) ade 
将 式 (5. 5-20) 和 式 (5. 5-21) 代 入 式 (5. 5-17) 得 
证 下 rod= ко + 1; (= zf (adr 


ри) = Зіпак d Жы + 1; uza) f'ade] 


x du 
= Sinar KO + f G) dz] 
o (u= z)" 


这 就 是 Abel 积分 方程 的 解 。 


1 讨论 积分 方程 的 可 解 性 
o) | sinat p(y = e“ 


O |” озб + yp dy= ncosr 


(3) 2 Орд бу= z + 2 
2 解 下 列 积分 方程 
1 C-e p(Ddy= (z+ Der 


CD) 工作 prsinpydg=1+ 
ndo ká < 


G |° sinz- ر( )م(‎ = 2 


O | е^*-»рСу)ду= e= - 1, aB ЖЖН + 0) 
з. 用 逐次 通 近 法 解 下 列 方程 

[| жазофой=-1зидт 
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(5. 5-19) 


(5. 5-20) 


(5. 5-21) 


(5. 5-23) 


EE-D, or 
AP, klat) = < 
Бита 


(HER: po (2) = —-sin2z) 

4. 求解 积分 方程 

аваа +ва-2 родат 
式 中 , asa за 均 为 常数 。 
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6 卷 积 核 积分 方程 


6.1 傅 里 时 变换 方法 


定义 6.1-1 ОЧЕ (= co, + oo) 上 有 定义 目 绝对 可 积 , 即 | | f(D | dr + oo 在 


任 一 有 限 区 间 上 满足 狄 利克 雷 条 件 , 即 
(1) 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 (可 去 间断 点 和 跳跃 间断 点 ); 
(2) 只 有 有 限 个 极 值 点 ， 


则 
= р". ы 
Fw=FLO]=- 友 | Soe а (6.1-0 
PRK /(2) 的 傅 里 时 (Fourier) 变 换 ,而 
fo SE IRW] = | Fedo (6. 1-2) 
称 为 函数 F(w) 的 傅 里 叶 逆 变 换 。 


健 里 叶 变换 有 明确 的 物理 意义 , 式 (6. 1-2) 表 明 , 非 周期 函数 与 周期 函数 一 样 ,也 是 由 
许多 不 同 频率 的 正 余弦 分 量 合成 ,所 不 同 的 是 非 周期 函数 包含 了 从 零 到 无 穷 大 的 所 有 频率 
成 分 。 而 F(w) 是 f(z) 中 各 频率 成 分 的 分 布 密度 ,因此 称 F С) 为 频率 谱 密度 函数 或 连续 
频谱 。 

关于 傅 里 叶 变换 的 性 质 在 许多 教科 书 中 都 有 论述 ,这 里 不 加 证 明 地 总 结 如 下 : 

с) 线性 性 质 : 

ЖЕ (о) =F [f GJ, Gw) = F [g GJ, ap 为 常数 , 则 


F [af G) +Bg G) =aF (w) + 8G (w) 6.1-3) 
F` [aF (w) +8G (w)]=af б) + 8g 0) 6.1-4) 
(2) 位 移 性 质 : 
ЙЕ (о) = F [f G) J+to san 为 实 常 数 , 则 
F[f (1-1)]=e mF (w) (6.1-5) 
F'[F(a=an)]= ef Ga) 6.1-6) 
(3) 相似 性 质 ， 
ЖЕ (о) = F [f (iD)],a 为 非 零 常数 , 则 
F [f ай1= ТЕ (2) 6.1-7 
(4) 微分 性 质 : 


ж lim f” G)=0,(m=0,1,2,---,n— 1) , WJ 
ss 
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ЕС”? GO) = Go)"F [f GJ 
特别 地 , 若 lim S (2)=0, 则 F (fF (0))=iwF [f (01. 
对 傅 里 叶 逆 变换 有 类 似 的 微分 性 质 , 即 
F [F (w)]= -itf G) 
(5) 积分 性 质 ; 


设 g (D= | S ayar lim g (0 =0, 
z4 
F [g (DJ=iF С] 


[| ға 17 а) 
(6) 对 称 性 质 : 
# F[f G)]=F Co), BI 
F[F(0J= f C-o) 
(7) 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 : 
ЖЕ (a) =F [f G) J, MJ 


f e оа [IF o E” 


一 般 地 , 若 
FL CD]= F(a), F[f:(D1= F(a) 
则 
[AORO f FOF әд = | FTF (adu 
(8) 卷 积 定理 : 
设 Е, (e)=F [fi 0] F (u) = F [fa G), 
AOA DES AORE- Dd f ff ae 
则 ЕГА (CDO* 户 (DO]=V3rF (w) * Fa (w) 
Ff (D * fa 0] 05-Р (o) x Fa (a) 
对 逆 变 换 有 类 似 性 质 , 即 


FUF, (о) * F; (о) ]= /2xf, G) * fa G) 


FCF, (w) + F, 1= f G) x f, G) 
Ж 


(6. 1-8) 


(6. 1-9) 


(6. 1-10) 


(6. 1-11) 


(6. 1-12) 


(6. 1-13) 
(6. 1-14) 


求解 积分 方程 的 传 里 叶 变 换 方法 ,就 是 利用 传 里 叶 变换 的 性 质 将 积分 方程 化 成 像 空间 
的 代数 方程 , 解 代数 方程 求 出 像 函 数 后 ,再 利用 传 里 叶 变换 的 性 质 进行 逆 变 换 最 终 得 到 原 积 


分 方程 的 解 。 下 面 举例 说 明 : 
G) ЖЖ 工 类 卷 积 型 Fredholm 积分 方程 的 解 : 


[Tk e= De G)ae= f G) 
解 : 设 K (w) = F [k G) J;é (e) =F [e (0) J;F (e) = F [f G] 


(6.1-15) 
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两 边 作 傅 里 叶 变换 得 


V2xK (w)® (o) = F (w) (6.1-16) 

当天 (wo) 天 0 时 ,有 

- — F (e) 
Ф w) = - (6. 1-17) 
人 

故 原 积分 方程 的 解 为 

pD O wE [70690 ена (6. 1-18) 
(2) ЖЖ I XÊRA! Fredholm SENE: : 

pa- | k (z-Dp d=f (т) (6. 1-19) 


解 : 设 K (w) =F [k (t)];% (w) = F [e 4) Е (о) = F [f (t)] 
两 边 作 传 里 叶 变换 得 


Ф (w) – V2xK (w)® (o) = F (w) (6.1-20) 
= — Fw) 
о) = — (6. 1-21) 
Ф TAEK (ы) + 
故 原 积分 方程 的 解 为 : 
чл zi F(w) ew 
g (z2) =F [ð w)]= = |: TAK Y 6,1-22) 
(3) 求 齐 次 卷 积 积分 方程 的 解 : 
pat Ге сетор (di=0 (в. 1-23) 
解 :两 边 作 傅 里 叶 变 换 得 
Bw) = -VIK (ш)Ф (o) (6. 1-24) 
[1+ /2хК (o) Ф (о) =0 (6. 1-25) 
若 要 原 积分 方程 有 非 平凡 解 , 必 须 有 
1+ /2rK (w) =0 (6. 1-26) 
即 1=- eae (6.1-27) 


设 w,(i=1,2,…,m) 为 式 (6.1-26) 的 n 阶 零点 , 则 对 式 (6. 1-27) 两 边关 于 ww En -1 
次 微分 得 


o= [Tk O Ci te wd, (р=2,3,ее›л) (6. 1-28) 
即 o= RD Drede, (р=2,3,-›л) (6. 1-29) 
从 而 
ë БАНК. . 
o= [о (- 1) ede, (p=2,,n) (6.1-30) 
考虑 到 
-GCT 人 
(4-2) 2а (2) ‹6. 1-31) 


综合 式 (6. 1-27) „266. 1-30) 和 式 (6. 1-31) 


{= Г» «(1 -£) ed ‹6. 1-32) 
令 і=12-5 
则 式 (6. 1-32) 可 以 改写 成 
Wiee Г» (z= ss? te ds (6. 1-33) 


上 式 表示 对 任意 p,(p=2,3,…,n) 和 ww,(i=1,2,…,m)，,z? ie 都 是 积分 方程 的 解 , 故 原 
积分 方程 的 通 解 为 


ф(х) = 27 Xc, res (6.1-34) 


91 p=1 


其 中 ,Ci? 为 任意 常数 。 
例 1 求 积分 方程 


pg (=f (z+ | k серр (ой (6. 1-35) 


er, z=<0 


=е-!#!,5 25 
f G)=e ; k (z) 位 2>0 


时 的 解 。 
Ж. F (w)=F[f (0]= = асна 


еа сае она] 


ЖУК, 1 í ууата 
-a(o a) Nere 
E E : 
= s 
对 原 积分 方程 两 边 作 传 里 叶 变换 得 

Ф (o) = F (w) +А VK (w)® (w) 


Ke | = 


= — Fw) x š 1 ` 
2 (< эк гу N ПУА io) 


上 述 复 变 函数 有 两 个 极点 , 即 Z = + i, 2 = 
一 《1 一) 假定 0<4 二 1, 则 如 图 6. 1-1 所 示 , 上 下 半 XZ 
平面 各 有 一 个 极点 ,为 方便 利用 Cauchy 留 数 定理 , 作 


辅助 围 线 L, 和 工 ,。 利 用 Jardan 引 理 , 则 
在 z>0 时 ， * 
oc) =F Ow] [rm 


=(1+@)(1—А—1%) 


Re 


= +Í Јат аар 图 6.1-1 复 变 函 数 积分 辅助 图 
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= 全 == 
= 2i Ве Гау сут] 


在 z<0 时 ， 


m= [f+ ІА Jemo am 


(6. 1-36) 


(6. 1-37) 


(6. 1-38) 
(6. 1-39) 


(6. 1-40) 


(6. 1-41) 


BA! ы 
= тэм Res Гау сусыз] 
у.б” 
2-А 
式 (6. 1-36) 和 式 (6. 1-37) 是 积分 方程 的 特 解 , 下面 求 其 对 应 齐 次 方程 的 解 ,为 此 , 先 
考虑 
1-4 /2rK (o) =0 
1-А-% 
即 0 
的 零点 ,显然 ,上 式 只 有 一 个 一 阶 零点 Z. = - (1- 人)i, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
р (z) = Cet 
而 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
A Ceras + 2, шз 
Фбх) = КУУ 
сез» + ШӨ =, ү 
例 2 求 积分 方程 
م‎ (z)=e- 1! af vlel go (dt 
的 一 个 特 解 。 
解 : 设 


® (w)=F [g(t)] 
= =| ]= ЕРЕ 
F (w) =F [el ]= pr e= dr 


а е ызы 


=: 
к= т i 5) 2797 
К (о) = Ее! ]= 


对 原 积分 方程 两 边 作 传 里 叶 变 换 得 
Ф (o) = F (o) +А VIK (ш)Ф Co) 


-Fo) [Z 
ФТ уак Ca) ` тата 


«1+ 
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(6. 1-42) 


(6. 1-43) 


1 
ФО) =F [Ð (e)]= F": rca 


注意 到 式 (6. 1-42) 并 利用 傅 里 叶 变 换 的 相似 性 质 ， 


F[f аә) = ТІР (2) (6. 1-44) 
211 лі: 1 š 
得 9 (= е ma, (а) (6. 1-45) 
йз 求 齐 次 方程 
саа [еч фода 
的 解 。 
解 : 设 
D (w) =F [$ (z)]; K (w) =F [e l! 1-27 1: 
对 原 积分 方程 两 边 作 传 里 叶 变换 得 
[1- VIAK Co) Ф w) =0 (6. 1-46) 
式 中 
1-۸ VK (w) = HA 
可 见 积分 方程 的 特征 值 为 
Аай) 


当 在 (0,%) 取 值 时 ,4 也 取 值 于 (0,co ), 且 连续 充满 (0,co ) 整 个 区 间 , 此 时 , 称 积分 方程 
具有 连续 谱 。 


аз 当 )< 卫 时 ,1- 4 VIK Co) =0 有 两 个 一 阶 零 点 ， 
вы = tí /1-22 
故 原 积分 方程 的 通 解 为 
$ (z) =сүе УЖ + ce ™ = д, соз (V2 1х) + dasin (/2у-1х) (6.1-47) 


O) Авф, А VIRK (o) =0 有 两 个 一 阶 零 点 ， 


mna = + VA-T 
故 原 积分 方程 的 通 解 为 
$ (xz) = cle FT + ce (6. 1-48) 
O MW 4= 9,1 А VAK (w) =0 有 一 个 两 阶 零点 ， 
w=0 
故 原 积分 方程 的 通 解 为 
$ (2) = cl toz (6. 1-49) 
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若 积分 方程 中 的 积分 限 为 (0,co) ,积分 核 为 正弦 或 余弦 函数 ,可 以 考虑 采用 傅 里 叶 正 弦 
变换 或 余弦 变换 。 伟 里 叶 正 弦 变 换 及 其 余弦 变换 定义 如 下 : 


F.a) = F, [f(D] =/2 [узай сы 
Fa) = F, UOJ SZ [Oosa (6. 1-51) 
уш =F [Е,шә1=,/® | “ F,Go)sin(ando (6. 1-52) 
f(D = ЕГ [F(a] - (2 Г соков (6. 1-53) 


傅 里 叶 正 弦 变 换 与 余弦 变换 具有 如 下 性 质 : 当 ГС ИЧ, Еш) = F.(w); 当 fG) 
是 奇 函 数 时 ,FCw) = - iF, (о). 
яа 求 积分 方程 


[Гезит =e" 
юш. 
RAEI: 


se 
Vz f 9(Osin(zodt=A/ Ze 


即 F, [p(D1 =F, (w) = [2e 


к 
$a) = Е CF] E f Ze “sincar dw 
=2 [е-=зйшдв 
xj, 
= 2 ген -ee Ja, 
= [eee 
раз ры" 
sale" 8; И! 
ЕСУ Q 1 RE | 
E а] 
=2_2 
nita 
例 5 讨论 积分 方程 
$G) = | pO sinad 
的 特征 值 与 特征 函数 。 


解 :对 傅 里 叶 正 弦 变 换 
* 100. 


Еш) =F, [f(D] - (2 j: fCDsin(wD dt (6. 1-54) 
HAERA 
f(D = Е [Fw)] =/& F,Co)sin(oDdw 
将 变量 5 w 互 换 可 以 得 到 


У) -JZ Гозо (6. 1-55) 

Җ (6. 1-54) 与 式 (6. 1-55) 等 号 两 边 相 加 得 
F, (w) + f(w) -Jf [F,(D + f) JsinCot)dt (6. 1-56a) 

式 (6. 1-54) 与 式 (6. 1-55) 等 号 两 边 相 减 得 
F, w) - f(w) = - [F,(D = fe) Jsinlwt)dt (6. 1-56b) 


Җ (6. 1-56a) 表 示 对 在 (0, co) 上 绝对 可 积 , 且 满 足 狄 利克 雷 条 件 的 任意 函数 ГС), RK 
fC + F,(t) 是 与 积分 方程 的 特征 值 
- [2 
yZ 


对 应 的 特征 函数 ,而 F, (D = FOES REIA = - ZIRE. hF /C4 的 任意 


性 ,两 个 特征 值 的 秩 都 是 无 穷 , 即 对 应 的 特征 函数 有 无 限 个 。 这 种 特征 值 的 秩 是 无 穷 大 以 及 
例 3 中 的 具有 连续 谱 的 积分 方程 都 已 经 不 属于 Fredholm 积分 方程 范畴 ,我 们 通常 将 它们 
归 为 奇异 积分 方程 。 因 此 , 傅 里 叶 变换 的 方法 也 可 以 求解 某 些 积分 区 间 为 无 穷 的 奇异 积分 
方程 。 


6.2 拉 普 拉 斯 变换 方法 


定义 6.2-1 设 函数 /2) 是 定义 在 [0, + со ) 的 实 值 函 数 , 且 满 足 : 

(1) 在 >0 的 任何 有 限 区 间 上 分 段 连续 。 

(2) fE t — + oo 时 ,f(t) 至 多 是 指数 级 增长 , 即 存在 常数 M —0 及 c>0, {E18 
[SO | SMe“, (OSES + оо) 


则 FO = | foede (6. 2-1) 
在 复数 半 平 面 Re(s)2>c 上 存在 (s=B+ iw) ,并 称 F(s) 是 (2) 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变 换 , 记 
{E FCS =L[f()]; 相 应 地 ,f(7) 为 FCs) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 记 作 f(D) = L LFO], 
Josh Foeta «>0 (6.2-2) 
其 中 ,积分 路 径 是 F(s) 存 在 域内 的 任 一 条 平行 虚 轴 的 直线 Re(s) = 8, 并 且 要 求 F(s) 的 所 有 
奇 点 都 在 此 直线 的 左边 。 
与 傅 里 叶 变换 相 比 , 拉 普 拉 斯 变换 具有 以 下 特点 : 


(1) 函数 范围 拓宽 了 。 傅 里 叶 变换 要 求 函数 OEC оо, + co) 上 绝对 可 积 , 拉 普 拉 斯 
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变换 对 f(z) 不 要 求 在 (0, + co) 绝 对 可 积 ,只 要 其 增长 不 超过 指数 级 即 可 。 
(2) 函数 f(z) 的 定义 域 是 (0, + со), 
拉 普 拉 斯 变换 具有 如 下 性 质 : 
(1) 线性 性 质 : 
设 af NHK, EF FCS) =L [fG01,GG)= L [g(t)], 则 有 
L [afG) + Ве) J = aF(s) + ВС) 
ІАЕ +BG(D) J]=af(s) + Bg(s) 
(2) 相似 性 质 : 
设 FCO =L [CD], 则 对 任意 一 常数 a>0 有 
L[ftaD]=}F (2) 
(3) 位 移 性 质 : 
设 FCO =L РС) J, WA 
L [e“fG0]=F(s-a),(a 为 复 常数 ) 
(4) 延迟 性 质 : 
1, 220 


BE FC) =L 70) 1,00) = 0, ico WE 


L[ft-r)ult-r)]=e™F(s) 
L [e “F(s)]= fU- rul- r) 
(5) 微分 性 质 : 
8 Ес) =1 70) 7,0 

L[f%@G)]= SFC) = 1 f(0) 2 f (0) = +. — fe (0) 


特别 地 
L[f'G)]= sF(s) - f(0) 
对 于 像 函 数 的 导数 , 则 有 
Е) =L uf] 
(6) 积分 性 质 : 
W FCS = 7) J, Я 


LI a f a | ров) ғо 


Ж 


特别 地 
1 [j уой] = 了 Fe 
对 于 像 函 数 的 积分 , 则 有 
frount] 
fe aa [ef rean =L [89] 


(7) 初 值 定理 和 终 值 定理 : 
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(6. 2-3) 
(6. 2-4) 


(6. 2-5) 


(6. 2-6) 


(6. 2-7a) 
(6. 2-7b) 


(6. 2-8) 


(6. 2-9) 


(6. 2-10) 


(6. 2-11) 


(6. 2-12) 


(6. 2-13) 


(6. 2-14) 


Ў FCs) = L [ f(1) 1], E 
f(0)= limsF(s) (6. 2-15a) 


/C+ eo) = lims F6 (6. 2-15b) 
(8) 卷 积 定理 : 
Е) =L АО, В) =L [f(D], B <0 B, f(D = А0) =0, 
AORO | лсла-оа | npPe-odr 6.216) 
则 有 
L [f G) * f, GO ] = F, (s) * F,(s) (6.2-17a) 
L '[F,Gs)F;(s)]= / G) x f, GO (6.2-17b) 
利用 拉 普 拉 斯 卷 积 定理 可 以 将 第 1 KAR U XERA Volterra 积分 方程 化 成 像 空间 
的 代数 方程 。 求 解 代数 方程 后 ,利用 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 ,再 对 所 得 解 进行 拉 普 拉 斯 逆 变 


换 , 即 得 原 方程 的 解 。 
1) 求解 第 工 类 卷 积 型 Volterra 积分 方程 
[kz-Dp d= fæ (6.2-18) 
设 
F(9 =L [f(D]; Фб) =L [e(DJ; КО) =1 [009] 
两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 可 得 
КОФ) = Еб) (6.2-19) 
当天 (9) 天 0 时， 
Фс) = 9 (6. 2-20) 
故 原 积 分 方程 的 解 为 
aj- =L [EO ; 
po =L [6G)J=L-'[ FO ] (6.2-21) 
2) 求解 第 了 类 卷 积 型 Volterra 积分 方程 
PDS |’ керда (6. 2-22) 
设 
Ес) =L [f(D]; Фз) = L [gG J; КО) =L [RCD] 
两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 得 
ФС) = KBC) + FC) (6.2-23) 
% 1- KG)20 Bf, 
Фо) = Е FO + FOT EES = FG) + ЕСӘМО) (6.2-24) 
故 原 积分 方程 的 解 为 
pw ew] [7F] 
НА КС) 
=Ë [FO + ror | 
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= L-`'[F(s) + Е(з)М(5) ] 


= f+ Ë ma = D fode (в, 2-25) 
式 中 ,m(z) =L? [M]. 
例 6 求 积分 方程 的 解 


[Î Ce = DeCGDdr= sinz 
解 ,该 积分 方程 的 核 为 零 阶 第 一 类 Bessel 函数 ,其 拉 普 拉 斯 变换 为 


KO) =L [J0]: 


Jits 
F(s) = L [sint] = 
对 原 积分 方程 两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 可 以 得 到 


х 


КФ) = ЕС) 
Фо) = E = AF 
从 而 pos o] -二 二] O 
例 7， 求 积分 方程 的 解 


= | [аад 200 рой 
解 :利用 拉 普 拉 斯 变换 


چ ج 
对 积分 方程 两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 得‏ 


eo 


6= s(# – 45+ 3)Ф(5) = sGs—3)(s— DOs) 
зра салу @ 13 

rd m e 2+ 
再 利用 


L[eJ=—_ 
作 北 变换 得 
р(х) = 2 + ex -3e 
例 8 R Abel 积分 方程 的 解 
Sæ | ооа, а) 
解 : 设 


5(0 =L 18007: Еб) = LLfeDJ 
K( =L [1-2 
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, G Laplace 积分 变换 表 ) 


对 方程 两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 得 : 
F(s) = К(з)Ф‹(5) 
и o) = ECD „ ЕС) 


KC) TO-a) 
4 $Cz) = Ф (2), Д (0) = 0; WJ 
DC) =s* L [gG J= s * у) 


к م‎ 
考虑 到 
L [e1J= Г) 
即 к= 
从 而 
„ьи Fe) 
4D Гаа) 
作 拉 普 拉 斯 逆 变 换 得 


PDL LKD] (ГАГ а) LCL [e] * FCs)] 
= адга а) | -ofod 
从 而 
Ж) = р са) = [reypa -d E S се pet aya: 


= Эше |" оеро) 
= зао. +3 «-оу' ca] 


т dz 
[or 9а] 


上 式 中 利用 了 公式 ONA - a) = 32. 
例 9 求 积分 方程 
# = fa) + [7 ka- DEDA 


Ах, (z2>0) 
0, (х<0)° 


веко) =L [4(D] = | werdi А, OTEREN) 


Жау... АЙА сМ 
Мо = TRE жЕ”; - A mA) 


的 解 。 其 中 ,k(z) -{ 


故 m(z)=L`'[M(s)]= L ов) 
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考虑 到 原 积分 方程 等 价 于 
ва) = fe) + асова 


两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 得 : 
%(s) = FC) + K() BS) 
从 而 


KG) _‏ 0ے 
X= KO FCD + FOOT KE) FCS) + FGOMG)‏ 


故 
#(тх)у=11[Ф() ] = f(z) Af Р) (ee °-е-б=-о уд 
例 10 求 积分 方程 
ва) = f(z) +3 f есш 


的 解 。 

解 : 设 

DOLO] Еб) =L[F(D] 
且 кез=1.[де1=А] wa А 
Ко) 2А 
Мо) = TRO А 
作 逆 变换 
т =L [MCG) J Aet» 

从 而 积分 方程 的 解 为 


$a) = LICFCGD + FGMG)1= f(z) +à ero fde 
例 11 求 积分 方程 
$x) = fa) +A |” часе Ова 


的 解 。 
解 : 设 
(9 =L [KD]: FG) = L [f(D] 
R Кез) =L [#0] =L [asiy] = Èa ERER 
-Ko 2А 
故 Мо) тку Ау + 
作 逆 变换 得 
gasin 7*2, 4<1 
тб) =+Ах› 4=1 
ID, 2>1 
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故 方程 的 解 为 
$) = f(z) + |? mar D yaya: 


fay +—2— f(Dsin( TTT ° Се ао, А<1 


ME 
=f +], осе Dar, 


à=1 


f + Af fDsh ITT ° G= Dar, A>1 


A-1 
#12 求 下 列 含 卷 积 项 的 微分 -积分 方程 : 
posk eg суй = е 
#(0)=#'(0)=0 


解 :考虑 到 
1.[#'с)]= Ф) 
L [$ (0] = s(s) 
L[eJ=—_ 
对 方程 两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 得 
sgo) +— = 
2. و‎ 2 E сб] 
= G- у -i G1 
FERLERN ЛЕМ 
$(z) =1-е + ze” 
6.3 ”梅林 变换 方法 


定义 6.3-1 ЛОТЕ, + cc) 有 定义 , 且 对 适当 选取 的 数 o ,oz 满足 条 件 


оета оо 


[полета 
则 称 
во) [7 Овча, G=orirn<o<o) 


为 / ОШ Mellin AEk EME FC) = М [f(D], TK 
ло zh вень, (>0, ао) 
为 梅林 逆 变 换 , 记 作 ГО) =M [FO]. 
梅林 变换 具有 下 列 性 质 : 
(1) 设 FCO) =M [FoD], 则 对 任意 正 整数 有 


M [fGat) ]=a *F(s) 


(6.3-1a) 


(6.3-1b) 


(6.3-2) 


(6.3-3) 


(6.3-4) 
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(2) REEM: 
Ў FG) =M [f(D 1, Va€ R# 


М [= f Ge) ] = F(s +a) (6.3-5) 
(3) 设 FG) =M [f(D J,G(s) =M Гао] ГС) С HAERA 
MEOD] 3: [Fopcc-odr (6. 3-6) 
特别 地 ， 
三 rogou =z f Foca- Dds (6. 3-7) 
(4) 设 FG) = M [F(0 2,60) = М [gCD], 则 成 立 
м | уок чод] =Е(з+а3Сб(1-5-а+@ (6.3-8) 
特别 地 , 当 a=0,8=0 时 有 
мМ[ fanga] FVG - > (в. 3-9) 
或 
M-'[FC)GCL- 59]= [7 лади (6.3-10) 
(5) 微分 定理 ， 
BFO) = MLA(oD], 且 存在 
limt Са) =0, (a<Im(s) <A; k=0,1,-——n- D (6.3-11) 
则 
ME ау Ds _ а 
суе (1= (= рО ЕС н), (= 1,2,6) (6. 3-12) 
(6) 梅林 卷 积 定理 : 
¥ FG) = MD],GCD) =M [g(D], 则 成 立 
M| пог(2)] кобо) (6. 3-13) 
RH, * (ж) = Г /CDg( 生 ) 从 称 为 函数 /C0 与 g(t) 的 梅林 卷 积 ,乘积 РС) СС) Вой 
变换 为 
M ROGO] | лоа(2)& (6. 3-14) 
特别 地 ， 
Al “FOGO ds= [7 coz (1)# (6.3-15) 
梅林 变换 主要 用 来 求 如 下 形式 的 两 类 积分 方程 的 解 。 
(1) 求 Fox 积分 方程 
$ = уса) + [7 всей, (O<) (6. 3-16) 


的 解 。 设 


ЕС) =M [ f(t) J; @(s) =M [$(z)J; K(s) = М [kG) J 
+ 108. 


对 方程 两 边 作 梅林 变换 得 
Ф(5) =F) + К(5)Ф(1- 5) 
H s ARE 1- *, 上 式 亦 可 改写 成 
Фа-ә=Е@-)+К(1-$)Ф(5) 
将 式 (6. 3-18) 代 入 式 (6. 3-17) 得 : 


Ф(з)= 


再 作 梅 林 逆 变 换 , 即 得 积分 方程 的 解 
g#%z)=M-I[GC)] 


FCG) + K()F(1- 5) 
1-КС)КАӢ – ғ) 


(2) 求 含 梅林 卷 积 的 积分 方程 
$) = fay + f (E) 
的 解 。 设 
Ф) =M [KD], FG) =M [f(D], KG) =M [RCD] 
对 积分 方程 两 边 作 梅林 变换 得 
Фо) = FG) + КОФ) 


当 K(s) 关 1 时 ,有 


F(s) 


KIKO 


再 作 梅 林 逆 变换 即 得 积分 方程 的 解 
$(z) = M [Es)] 


#13 Ж Рох 积分 方程 的 解 : 
а= f+ f [JZ sinaosa, (о<х<) 


М. К(9) = М [ACz)]=AA/ = 2 sinz • x" 'ах=А, |. Z rsin ( 


(6.3-17) 


(6.3-18) 


(6.3-19) 


(6.3-20) 


(6.3-21) 


(6.3-22) 


(6.3-23) 


(6.3-24) 


ms 


(3) 
AP, s) H Gamma 函数 。 
KOKA =з) = KNC = s)sin cos © 
т 2032 
=#ГОГА -Ds = да 
上 式 利用 了 公式 
гга- = 
sions 
34 2221 BT, 
FG) + KOOFGO- s) 
=T KOKO- 
SE Т-А Эва - 5) 
利用 梅林 卷 积 定理 得 
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#0) = M-:[GCD)]= {+ (2 | sin(zD fdt 
例 14 求 积分 方程 
ва) ее +1 etio, (a>0) 


的 解 。 
解 :对 f(r) =e-“ 作 变量 代 换 z = az, 并 求 梅林 变换 : 


FO=M[S@)]= | еее 1 [7 eende С 
当 a= 1 时 ,可 得 积分 核 的 梅林 变换 ， 


ro 


KO =M [k(2)1]=M [e =r 
从 而 
ЕС) гб) 
Ф) =+ = 一 ze — 
KG) -4ro] 
再 对 ФСЕ, АГАРГАН 
“re 由 
фс) = kin сыт E (o>0) 


iro% 


1. R Lalesco-Picard 方程 的 解 


Жл) = cospr + A f ен (Dds, а<+) 
2 求解 积分 方程 

Ka) = f(z) +2 | 
3. 解 下 列 积分 方程 


ed 


bé Е 
а f созад сай = Tg, (>0) 


sinr, 0<т<т 


of Sin(zO$(Ddí= Н 
* 0, >x 


4. 解 下 列 积分 方程 
а) аен + | еседа 


Q) Kaa- [| сово 
O KD =e + |, sina- ооа 


O ое + |! -De $d 
+ 0 + 


5. 解 下 列 积分 方程 

D є -Dd chr- 1 

D [i созбе ова = rsinz 

O | a- Dsi- оов sinê z 
¢ fi эмк-ойош=2 s (2) 
6. 求解 下 列 积分 方程 

w 4 q. 

OD а = Tg ++ f” cosGnyseoq: 
D $G) = cose +A |” Jo (2 VE Dd 
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7 第 工 类 积分 方程 的 数值 方法 


71 未 知 函数 级 数 展开 法 


未 知 函 数 级 数 展开 方法 的 基本 思路 是 将 未 知 函数 按 完备 基 函 数 展开 ,用 含有 待定 系数 
的 级 数 形式 代替 未 知 函 数 代 人 原 积分 方程 ,经 化 简 后 得 到 一 组 关于 待定 展开 系数 的 线性 代 
数 方程 组 ,从 而 实现 将 积分 方程 化 成 线性 代数 方程 进行 求解 。 设 {ui(z)),(i=1,2,…) 是 
L?(a,5b) 中 的 完备 函数 系 ,它们 可 以 是 正 交 的 ,也 可 以 是 非 正 交 的 。 将 待 求 未 知 函 数 P(z) 按 
{ui(z)} 展 开 ,并 用 有 限 项 作为 P(z) 的 近似 , 即 


gao~ S (z) (7.1-1) 
式 中 ,ai 是 待定 展开 系数 。 将 式 (7. 1- DRAS I % Fredholm 积分 方程 
gpa) =A [кедей + fa (7.1-2) 
得 
м Ñu xá 
Dau: (aa Уа f kC(zsDu(Ddt+ f(z) (7.1-3) 
i=l isi ы 
上 式 也 可 以 改写 成 
Don 0) - -a Da f ВС Эша f(z) = RG) @.1-4) 


如 果 对 任意 z€(a,b), RÉ RCz)=0， 则 我 们 就 得 到 原 积分 方程 的 精确 解 ,但 是 这 通常 难以 
做 到 。 为 此 ,我 们 可 以 放松 对 残 差 R(z) 的 这 种 严格 要 求 。 对 残 差 尽 (z) 的 不 同 要 求 ,导致 下 
列 确定 展开 系数 a (i = 1,2,…,N) 的 不 同 数值 方法 。 


7.1.1 配点 法 (Collocation point method) 


仅 要 求 残 差 RC(z) 在 [a,5b] 区 间 上 的 N 个 孤立 点 zi,(Ci= 1,2,…,N) 处 满足 


R(z) =0,(i=1,2,**,N) (7. 1-5) 
这 也 相当 于 要 求 残 差 函数 R(z) 与 函数 序列 
М(ж)=8(х-х,),(4@=1,2,+,М) (7. 1-6) 
逐个 正 交 , 即 
(R(z),V,Gz)) =0,(i=1,2,***,N) (7.1-7) 


如 此 ,我 们 得 到 一 组 线性 代数 方程 
$ ет 
Dami (a) -A >а, | Cass Dur d= f(z, =12 wm N) 7.18) 


Bp 
5112 


шп Абы um Ck … uska | [а f 


ua Aka un ika A сз aj |f 7.1-9) 


шм ЕЕ изм Сам ки uny 一 人 RNN ам fn 
起 中 ,ws Su Caos = еа, зди, (Dd, fa = Саа) Cik = 1,2, ND. Ж ЕЗЖЕ 
方程 组 即 可 得 展开 系数 a G= 1,2,…,N)。 
7.1.2 KET? Method of moments) 


矩 量 法 不 像 配点 法 要 求 残 差 RCz) 在 若干 孤立 点 处 为 0, 而 是 要 求 残 差 R(z) 关 于 原点 
直到 N 阶 的 矩 为 零 , 即 


Î RDztdz=0, 1,2,6) 07.110) 
这 样 也 可 以 得 到 一 组 形 如 式 (7. 1-9) 的 线性 代数 方程 ,只 是 式 中 各 符号 的 含义 变 成 
w= | wzztdz @.1-11) 
09 
ka = [taa uC dr de (7.112) 
A= | лаза 47.113) 


7.1.3 Galerkin 法 
Pu (7z)),(i=1,2,…) 是 2(a,b) 上 的 关于 权 函 数 p (z) 的 完备 正 交 函数 系 , 即 


coi=j 


А 
осо сои (dz = е 7.114 
Galerkin 法 要 求 残 差 函数 RCe) 53 p Саи (z) 内 积 为 0, 即 
fo COR сои Godr =0,G=1,2,--,N) (7.1-15) 
此 时 , 仍 可 得 形 如 式 (7. 1-9) 的 线性 代数 方程 组 ,其 中 各 符号 的 含义 变 为 
Ua = EAEN (х)ах (7. 1-16) 
рь 
к= f {+ (туи, (t)dt]p (z)u, (z)dz 07. 1-17) 
A= | fp Cus (dz (7.118) 


7.1.4 最 小 二 乘法 (Least squares approximation) 
要 求 残 差 函 数 R(z) 在 1? (a,5b) 空 间 的 范 数 最 小 , 即 
min: | RG) = (f IR lède} (7.149) 
这 相当 于 将 积分 方程 问题 化 成 了 一 个 变 分 问题 。 又 因为 
IR Gz)|2 = (Ар- /,Аф- f) 


= (Ag,Ag)-2Re (Ap, f) + (ff) — (7.1-20) 
биз. 


式 中 Ар рб) -A kz Оре 
若 将 
е (z) =D aus (z) (7.121) 
Ер 


代入 式 (7. 1-20), 则 变 分 问题 又 转化 成 求 待 定 系数 ax, (k = 1,2,…, NN) 使 残 差 RCa,， 
aaw) 最 小 的 最 优化 问题 ,根据 优化 问题 的 极 值 条 件 ， 


IIR]? =2 10а 150-189 |= 
很 容易 推出 确定 系数 a, 的 线性 代数 方程 组 如 下 ， 
Dar (Аш ,Аш) = (f,Au), G= 1,2,-—, ND (7.122) 
ua = (Аш Аш) = Ga (2) =A | селд (DADC CED -1 |, сенг (Dan 


= fiu uade- 2Refaf | k Dia (Du Carat] + 


‚ М Расе DECE u ош, Gydzdrds (7.1-23) 
f= СА) = [raya Caza | f EEDS oi Odide 0.1240 
WRO. 1-22) 可 写成 

un un + шм) (а f 

un un ° шм |а| fa 67. 1:25) 
un ша ** ша | lan) (fa 

上 述 几 种 数值 方法 可 以 用 加 权 余 量 法 (或 加 权 残 数 法 ) 统 一 起 来 , 即 对 加 权 余 量 方程 
Rowcodr=o (7.1-26) 


中 的 权 函 数 gz) ,可 以 有 不 同 的 取 法 。 理 论 上 权 函 数 hl), (i = 1,2,…) 应 该 是 L?(a,6b) 
中 的 线性 无 关 完备 函数 序列 ,如 果 对 所 有 的 p OROT. 1-26) 都 成 立 , 则 只 能 是 RC(z) 三 0, 从 
而 得 到 积分 方程 的 精确 解 。 实 际 上 ,通常 只 取 线 性 无 关 完 备 系列 中 的 一 部 分 pla), GE, 
2，…,N) ,要 求 式 (7. 1-26) 成 立 ,从 而 得 到 的 是 近似 解 。 权 函数 的 不 同 选取 方法 导致 了 不 同 
形式 的 加 权 余 量 法 。 现 将 上 述 讨论 的 各 种 方法 列表 总 结 如 表 7. 1-1 所 示 。 

R711 常见 加 权 余 量 法 


方法 加 权 余 量 方程 权 函 数 

配点 法 了 Repacz-adz=o ФС) =802-2) 

жик Reozdz=o == 
Galerkin 法 Г сораш соёо pa) = радиу (z) 
最 小 二 乘法 [Ran Ma S= ° „= (= 
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7.2 ”积分 核 级 数 展开 法 


积分 核 级 数 展开 法 又 称 退 化 核 近 似 方法 。 在 第 3 章 我 们 讲 到 退化 核 的 积分 方程 可 直接 
化 成 线性 代数 方程 进行 求解 。 为 此 ,我 们 考虑 这 样 的 问题 :任意 核 的 积分 方程 能 否 用 退化 核 
的 积分 方程 近似 ? 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 。 请 看 下 面 例题 。 

例 1 求 积分 方程 的 近似 解 


pa) = | сонсоод е 7.20 
解 :根据 三 角 函 数 的 泰勒 展开 式 
сом =1 e + r =... 7.2-2) 
可 将 积分 核 改 写成 
costa) =1 -$ (a? + A (a) — s= (7. 2-3) 


如 果 用 泰勒 级 数 的 前 N 项 代替 原 函 数 , 则 积分 核 就 变 成 了 退化 核 。 注 意 , 这 里 应 根据 
积分 限 的 大 小 来 适当 确定 保留 的 级 数 项 数 。 一 般 地 , 若 积 分 区 间 [a,5] 是 包含 原点 的 小 区 
间 , 保 留 的 级 数 项 数 可 少 一 些 。 若 积分 区 间 较 大 , 则 保留 的 级 数 项 数 应 适当 增 大 。 因 为 ,只 
有 这 样 , 用 截断 级 数 近 似 原 函 数 才 能 保证 足够 精度 。 从 而 保证 积分 值 的 误差 控制 在 合适 的 
程度 。 这 里 为 说 明 方 法 , 仅 取 前 2 项 , 即 


Er,D=1- 二 me (7.2-4) 
这 样 就 可 用 退化 核 的 积分 方程 
$G) = Н Cz DB d+ (7.2-5) 
的 解 ,作为 积分 方程 (7. 2-1) 的 近似 解 。 现 在 来 求解 退化 核 积 分 方程 (7. 2-5) 


Й 
вао = |, i Tae оаа 
1 123 
= Ë gode- ha? |, оров 1.26) 
{ а 
+ 
+ 
а= | жой 0.27 
+ 
с = 下 OL (7. 2-7b) 
则 式 (7. 2-6) 变 成 
4)9 = e Бол? + (7.28) 


将 上 式 带 入 式 (7. 2-7) 得 
£ 1 


¿la ee т 
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整理 后 得 
24c +c =6 


(7. 2-10) 
一 40c + 963c = 15 
解 之 得 
cı = 0. 2489,c; = 0. 0259 
从 而 
pa). 2489+ Û x0. 025922 (7. 2-11) 


从 上 例 可 以 看 出 ,利用 退化 核 方法 求 积分 方程 近似 解 ,关键 的 一 步 是 怎样 实现 任意 核 用 
退化 核 来 近似 ? 上 例 中 应 用 了 积分 核 的 泰勒 展开 式 , 这 是 通常 采用 的 一 种 方法 。 除 此 之 外 ， 
还 有 如 下 方法 : 

(1) 设 函 数 序 列 (u; Cz) } , (i=1,2,…) 是 在 L*(a,b) 中 的 标准 正 交 完备 函数 系 。 则 任意 
积分 核 (zx,t) EL?(a,b) 可 以 展开 为 平均 收敛 的 二 重 傅 里 叶 级 数 


k(z,t) = Dau (Dut) (7. 2-12) 
一 般 地 ,根据 误差 要 求 , 可 取 级 数 前 N IE BU} k С=О E ATTEN 


化 核 

EC.) = Ў (Tu 00) (7. 2-13) 
式 中 ,展开 系数 可 根据 函数 序列 的 正 交 性 得 到 ， 即 

= ft k (a, Du au (бата 0.2-14 


(2) 若 函数 序列 {u(z)),(Gi= 1,2,…) 在 Lz(a,b) 中 完备 但 不 正 交 。 任 意 核 仍 可 用 式 
(7. 2-12) 近 似 , 只 是 展开 系数 ci 不 能 由 正 交 性 直接 得 到 。 但 可 由 下 列 原则 确定 


in B 
min | f Пасо Q kG, |за, (7. 2-15) 
从 而 ,系数 с, 可 由 下 列 方程 确定 
N. b ۵ 
> uur de | u; (Dur Dar 
ij=1 e * 
= [кесш (uy (Ddzdt, (i,j =1,2,--, N) (7.2-16) 


最 后 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 ,用 退化 核 近似 方法 求 积 分 方程 近似 解 的 误差 估计 定理 。 
定理 7.1-1 设 k(z,t) 是 积分 核 k(z,t) 的 近似 退化 核 , 且 有 


| [ECz,t) = k(z,t) | dt<h (7. 2-17). 
而 以 ECz,z) 为 积分 核 的 积分 方程 的 解 核 R(t, ,成 立 
Госа (7.218) 
则 积分 方程 
$ 5A | kz DGD d+ f(z) (7.219) 
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的 解 $(>) ,与 积分 方程 
$) =4 Ez, dP d+ f (7. 2-20) 


HIRE PFC) ,满足 
вс 00 «ЕТ ГА 1.221) 
式 中 ,B 是 f(z) 的 一 个 上 界 。 
定理 7.1-2 对 于 任意 核 k&(zx,t) 的 退化 核 近似 
&CzyDD =k(zm,t) + у(х) (7. 2-22) 
З Са, г) ,E(x,t) 的 解 核 分 别 为 Re(z,t) ,Ri(z,t) ,相应 的 算 子 范 数 分 别 为 | К, ||, 
|| Re || yC DREEF EROA IT | , 则 成 立 
Са) = Са) |<[ г + IR оа + IR) I/II (7. 2-23) 


例 2 用 退化 核 替 代 任意 核 方 法 求 积分 方程 近似 解 
xG) = | асуда + 1 a 
解 :对 积分 核 K(z,z) = sh(zt) 用 其 泰勒 级 数 的 前 三 项 的 和 替代 , 即 


3 5 
shlat) = zt + D) + (zD +... 


31 5! 
令 а (z)=z, о›(х)=?, а (х) =25 
В 0) =, в (= в =e 

f(z)=1-z 


将 积分 核 的 泰勒 级 数 的 前 三 项 和 代入 原 积分 方程 ,并 令 
«= асус 
则 有 
убх) =D ca; (2) + f (z) 
= 
再 将 上 式 代入 c = |, В уй 8 


i i 
а= [aoa a+ Paya 


引入 记号 
л= aD, nae 
А, = [| оов, сй 
从 而 
eA = fi | 
式 中 Ж 


ы. a sa 
fi” acorn =: 
+ 117 + 


1 1 
f= [вооа 

1 1 
A= | вога зр 


i | . 
Ans f eas, Ans f rast, Ans еа, 


ра раа аач 
Ал = |, зер Аз fi t=: Ав = |, зе sa 


МИ Ж OIE! ЖЕТП ОЕП „ен Л 
A [вре gg: A= Гата т080' А» Í s d= 1320 


得 线性 代数 方程 组 


pi å 1 1 
3 5 7 “ 4 
РЕБ 1 1 EW: 
30 42 54 z 72 
1 Ес Сер 1 
840 1080 1320) (°) (2880 
解 之 得 
с =0.3833,c = 0. 0273,cs = 0. 0008 
由 此 得 近似 解 


у(х) = 0. 3833x + 0.0273z +0.0008zs+ (1-22) 
7.3 求 积 公式 法 (Quadrature formula method) 


如 果 说 未 知 函 数 展开 法 的 主要 思想 是 将 未 知 函数 近似 用 级 数 和 来 表示 ,积分 核 展 开 法 
的 主要 思想 就 是 将 积分 核 近 似 用 级 数 和 表示 。 而 求 积 公式 法 的 主要 思想 就 是 直接 将 积分 用 
级 数 和 来 表示 。 让 我 们 先 从 数值 求 积 公式 说 起 。 

定义 7.3-1 在 区 间 [a,5] 上 适当 选取 某 些 节点 zt, 将 用 /zt) 的 加 权 平均 的 办 法 构造 
的 求 积 公 式 


[сда ЎА) (7.3-1) 


称 为 牛顿 - 科 蒋 (Newton-Cotes) 求 积 公式 , 式 中 ,zx (k=0,1,2,…,n) 称 为 求 积 节点 ,As (= 
0,1,2,…,n) 称 为 求 积 系数 。As 仅仅 与 节点 z, 的 选取 有 关 , 而 不 依赖 于 被 积 函数 /(z) 的 
具体 形式 。 牛 顿 - 科 茨 求 积 公 式 中 的 求 积 节点 x ,通常 是 区 间 [a,65] 上 等 距 节 点 。 此 外 , 牛 
顿 - 科 芯 求 积 公式 具有 n 次 代数 精度 , 即 当 /(z) 是 nn 次 多 项 式 时 , 求 积 公式 是 精确 成 立 的 。 


下 面 将 几 种 常用 的 求 积 公式 列举 如 下 : 

(1) 矩形 公式 

求 积 节点 :mr = a + (#-1)9—4,(=1,2,-,л) (7. 3-2a) 
求 积 系数 :As =°—@,(Е=1,2,--,л) (7. 3-2b) 


D 梯形 公式 
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b 


求 积 节点 :z=a+ (R> DS, (R= 1,2, rn) (7. 3-3а) 
求 积 系数 :A1 = A, =} (=8) (7.3-3b) 
А,=#=4,(к=2,3,е›л-1) (7. 3-30) 
(8) Simpson 公式 
RAHA лиз = a +24#®—4,(Е=0,1,2,<›л) (7. 3-4a) 
求 积 系数 :A, = А„. = (®—) (7. 3-4b) 
А» =$ (®—4),‹&=1,2,-,л› (7.3-40) 
Ам. = (E) =2, nD (7.3-40) 
现在 考虑 用 牛顿 - 科 芯 公式 (7. 3-1) 来 求解 第 开 类 Fredholm 积分 方程 
Ka) А kz gD f(a) (7.3-5) 
首先 ,将 各 个 求 积 节点 z, 代 人 上 式 得 
EaD =A [ke DPD d= f(z), (k= 1,2, (7.3-6) 
其 次 ,利用 牛顿 - 科 蒋 公式 (7. 3-1) 将 上 式 中 的 积分 运算 用 求 和 运算 近似 代替 
$G) =4 EAk atA) = /(лу),(#=1,2,=,л) (7.3-7) 
上 式 可 以 改写 成 Ë 
1-M -Ma … -Akn ) ($ f 
Ne h puc |6 (7.3-8) 
“йы: Аа = ТЕШЕ ا‎ 


RP, g 0) fi = f(z) ska = Ark (zi Th) 
类 似 地 ,对 于 第 1 Ж Fredholm 积分 方程 有 


一 Me “Aka … —АЁ„\Г[% fı 
“kn -Ma … -Ak 

р hloh 7.3-9) 
Мы “Aka … Aka) lha f. 


值得 注意 的 是 ,对 第 1 Ж Fredholm 积分 方程 ,上 述 数值 解法 可 能 出 现下 述 问题 : 
С) 系数 矩阵 是 病态 的 ,导致 数值 求解 过 程 不 稳定 , 即 等 式 右 端的 微小 扰动 ,可 能 造成 
解 的 巨大 变化 。 
(2) 原 Fredholm 积分 方程 无 解 ,但 经 离散 化 之 后 的 线性 代数 方程 组 却 有 解 ,从 而 导致 
错误 的 结果 。 
对 于 积分 限 含 变量 z 的 Volterra 积分 方程 ,可 以 看 成 是 积分 核 为 
19. 


#Сх),(а<и<х<Ь) 
0, (а<х<иг<Ь) 
的 Fredholm 积分 方程 ,从 而 求 积 公式 法 也 适用 于 Volterra 积分 方程 。 对 第 工 类 Volterra 
积分 方程 


k(z,t) = | (7. 3-10) 


$G) =) | kee Dear + f(a) (7.3-11) 
将 求 积 节点 z 代入 得 
Cz =2 во BO d+ ус) 1,2,9) (7.3-12) 
再 代入 求 积 公式 ,将 积分 运算 用 求 和 运算 近似 代替 得 
А 
$G) =4 УЛАС ок) = fC) G =1,2,---,n) (7.3-13) 
引入 符号 
f. =G), fa = Са) ka = Aik Сла) 
上 式 可 写成 
1 一 An f fi 
а Аш . & с Е (1.314) 
“Aka -Aka … Т-А) Ué. f. 
对 第 工 类 Volterra 积分 方程 ,类 似 地 可 得 
一 An $ f 
м „ма Ë = h (7. 3-15) 
-Akm -Ma … 1-АЫ)\%) (fa 


可 见 对 Volterra 积分 方程 ,用 求 积 公 式 法 得 到 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 是 下 三 角 和 矩阵 。 
定义 7.3-2 对 于 积分 


1= | осудае (7. 3-16) 
式 中 ,o(z) 是 Lab] 上 的 权 函 数 ,选择 适当 节点 ха ,za ，…,zw, 使 求 积 公式 
focw /nar= DA (a) (7.3-17) 
a re 


具有 2n - 1 阶 代 数 精度 , 则 式 (7. 3-17) 称 为 高 斯 型 求 积 公式 ,并 称 z, 为 高 斯 点 。 

高 斯 型 求 积 公式 的 特点 是 :首先 ,高 斯 点 是 非 等 距 的 ,高 斯 点 的 确定 稍 困 难 ;其 次 ,代数 
精度 高 。 依 据 权 函数 的 不 同形 式 ,常用 的 几 类 高 斯 型 求 积 公 式 如 下 : 

(1) 高 斯 - 勒 让 德 (Gauss-Legendre) 求 积 公式 


[ fod УЎ)луао (1.318) 
求 积 节点 (高 斯 点 ) 满 足 : 
P.Ga) =0 ,G&=1,2,-=-,n) (T. 3-19a) 


求 积 系数 : 
+ 120 + 


Е „сл. = 
A =GP GP 120—0) (7. 3-19b) 


式 中 ,P,(z) 是 nn 阶 勒 让 德 多 项 式 。 
(2) 高 斯 - 拉 盖 尔 (Gauss-Laguerre) 求 积 公 式 


f efod YA Ga) (7. 3-20) 
= $ 
求 积 节点 满足 : 
L.G) =0,(#=1,2,-=›л) (7.3-21a) 
求 积 系数 : 
_ a? O 
A= туро Ф260 (7.321) 


式 中 ,L,(z) 是 n 阶 拉 盖 尔 多 项 式 。 
(3) 高 斯 - 埃 尔 米 特 (Gauss-Hermitte) 求 积 公式 


[es fade DA Ca) (7.3-22) 
各 
求 积 节 点 满足 : 
H.G) =0,(®=1,2,+=,л) (7. 3-23a) 
ЖЕЖ. 
= 2191 Ук 1 2 z 
A= рУ е2) (7.3-23 


式 中 ,H,(z) 是 nn 阶 埃 尔 米 特 多 项 式 。 
由 于 高 斯 型 求 积 公式 的 特殊 形式 ,使 得 利用 高 斯 型 求 积 公式 可 以 求解 某 些 积分 限 含有 
土 co 的 奇异 积分 方程 。 


7.4 边界 元 方法 
在 7.3 节 的 求 积 公式 法 中 ,我 们 讨论 的 积分 方程 是 
$ (a) = f'k Dde + f(z), Сее Cab) 0.40 
ЖЕ ЖАУ, B EU Са Бра Ж ESR LHF RX. HX F ИК 
法 也 可 以 用 于 沿 平面 任意 曲线 积分 的 积分 方程 以 及 具有 二 维 面积 分 的 积分 方程 ,如 
KD = | REA + FOs ED (7.424) 


$(r)= [kesr sear + fer) ,rr ET) (7. 4-2b) 


式 中 ,是 平面 任意 有 限 曲 线 ,s,s 是 曲线 上 的 任意 点 。 民 是 围 成 空间 区 域 O 的 任意 曲面 ,r 
和 六 为 表面 下 上 的 任意 点 。 当 积分 区 间 [a, 妇 是 实 轴 上 的 有 限 区 间 时 , 求 积 公式 法 不 会 遇 
到 什么 困难 ,但 当 积分 曲面 是 平面 任意 一 条 有 限 长 度 的 曲线 ! 时 ,或 当 积分 曲面 是 空间 任意 
曲面 卫 时 , 求 积 公式 法 就 变 得 相当 复杂 ,除了 二 维 数值 积分 引起 的 复杂 性 外 ,还 有 坐标 变换 
引出 的 一 系列 问题 。 本 节 介绍 的 边界 元 方法 特别 适用 于 上 述 提 及 的 沿 一 维 平面 曲线 和 二 维 
空间 曲面 积分 的 积分 方程 。 方 法 的 本 质 和 求 积 公式 法 是 一 样 的 ,但 具体 实施 有 一 套 完整 的 
程序 ,已 形成 固定 的 模式 ,并 形成 求解 边界 积分 方程 的 通用 方法 , 故 单独 一 节 讨 论 这 种 方法 。 
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边界 元 方法 的 基本 思想 是 将 边界 进行 离散 ,以 离散 单元 节点 的 函数 值 作 为 基本 未 知 最， 
基于 求 积 公式 ,将 积分 方程 化 成 线性 代数 方程 组 进行 求解 。 

边界 元 的 具体 实施 包括 如 下 几 个 部 分 : 

(1) 边界 离散 。 对 一 维 曲线 边 界 的 离散 相对 简单 ,可 以 是 等 距 的 ,也 可 以 是 非 等 距 的 。 
对 于 二 维 曲面 的 离散 ,单元 形状 可 以 是 曲 边 四 边 形 ,也 可 以 是 曲 边 三 角形 ,根据 具体 情况 ,也 
可 能 部 分 边界 离散 成 四 边 形 , 另 一 部 分 边界 离散 成 三 角形 。 为 了 便于 识别 这 样 离散 的 单元 
和 节点 ,应 对 它们 进行 适当 编号 ,例如 i=1,2,…,N 表示 总 的 NN 个 离散 单元 ,对 节点 的 编号 
应 该 注意 总 体 节点 编号 (j=1,2,…,M) 与 单元 节点 编号 (六 = 1,2,…,m) 的 区 别 。 见 图 
7.4-1~ Ff 7. 4-3. 


图 7.4-1 二 维 曲面 边界 的 离散 


图 7.4-3 总 体 节点 编号 (6,7,10,11) 与 单元 节点 编号 (1',2',3',4') 


O) 单元 矩阵 计算 。 单 元 的 基本 未 知 量 是 待 求 函 数 在 节点 处 的 函数 值 #9 ,其 中 ,i 为 单 
元 的 编号 (i=1,2,…,N) ,7 为 单元 中 节点 的 编号 G = 1,2,…,m) ,单元 Г, 中 任意 一 点 
(Zz,y) 处 的 函数 值 p (z,y) 可 以 通过 节点 处 的 函数 值 进行 线性 或 二 次 插值 得 到 , 即 
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式 中 


#(т)= > Ф? (т)? , (一 维 ) (7. 4-3) 
了 了 =1 


或 者 
$ (х,у) = Dg? (а, у)#? ,( 二 维 ) (7. 4-4) 
= 

„р? DM Ф? (z, DHE 
ogs- g= e 
#6) lo; ШУ 65) 
o П G=j) 0 
PP (2,5) ү GAN (7. 4-6) 


然后 计算 
[| kas о = Кэ O4P ae 
Й js 


= Ў] Eang? соё]. ө? 


了 =1 
4 
و‎ 
= (af? ,a уаш) ` (7.4-7) 
М 


[ tease, yG, уау = |. kyo DP a, уэ? dr’ dy 


Хү, абау y pF ауу] g 
fan 


gP 
(о 

= (ай ,aB a) s (7. 4-8) 
К 


式 中 


(Ей, 


а = Í k Cart)? (dt, (E) 


a = 1, k(zoyoz зуф? (zy )dz dy , (= 维 ) 


T 为 第 i 个 离散 单元 。 在 计算 单元 矩阵 时 , 可 利用 各 种 求 积 公式 。 称 af? = 
‘RE ) 为 单元 矩阵 。 
(3) 总 体 矩 阵 的 装配 ; 


feann = Df kande 
г блп 


га 

А ИЯ 

= 2) (aff ,a эй) | 
і=1 : 
фә 
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$i 
= (ansans sam) Е (7. 4-9) 
Фм 
式 中 ,ri(i=1,2,…,M) 为 第 i 个 节点 所 在 的 单元 数目 。 记 
an ар ° ам 
А= (ау) = |0 “= 17 4м (7.410) 
ам ам | амм 


FK ХАЦЕ, [$i ое hu JT 为 待 求 函 数 在 总 的 M 个 离散 节点 上 的 函数 值 。 
(4) 线性 代数 方程 组 的 形成 


下 述 积分 方程 
$5) [донор Dds = f (з) 0.410 
离散 化 以 后 ,所 得 代数 方程 即 为 
$ $ fi 
(D ° + (A) Š = fi 07. 4-12) 
#м #м fu 
[$ f 
[CD + cA) = |/ 07. 4-13) 
lhl lu 
Ж. fi. fa. fa] H f (FEB М 个 离散 节点 处 的 值 。 
下 面 重点 讨论 单元 矩阵 的 计算 。 为 了 便于 利用 一 维 或 二 维 的 高 斯 求 积 公式 
[| Aod E Gaya 07. 4-14) 
f [| rasara Ў) лау Jwiw; (7. 4-15) 


式 中 ,zi,y, 为 高 斯 求 积 节点 ,zu ,zw 为 高 斯 求 积 系数 。 采 用 等 参 单元 是 方便 的 , 它 将 平面 任 
意 曲 线 单元 映射 成 直线 单元 ,平面 任意 四 边 形 单元 映射 成 矩形 单元 。 现 以 一 维和 二 维 的 线 
性 单元 为 例 进行 说 明 。 
对 于 直角 坐标 系 下 的 曲线 单元 ,建立 新 的 坐标 6 对 应 于 (zi,y ),& 对 应 于 (zy )， 
见 图 7. 4-4, 曲 线 上 任意 一 点 (z,y) 的 坐标 可 由 端点 坐标 插值 得 到 
Eo (ET: +p (ё)х› 0.410 
y= m (Eyi +p (ё)у› 
为 了 做 到 
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л б») 


图 7. 4-4 一 维 曲线 单元 与 一 维 等 参 单元 


Pea aa (7.4-17) 
yE) Ey 
并 且 
Бе, Eai (7. 4-18) 
应 该 取 
= 二 (1-8) 
{ (7.4-19) 
е=т+® 
可 见 mw(6) 满 足 
afi» i=j 
ке (0, ш е 


一 般 地 , 称 p (6) ОНА AE ER KER Аа ОНУ, РЕЖ. 
同样 ,单元 上 任 一 点 的 函数 值 也 可 以 由 端点 的 函数 值 插值 得 到 ,并 且 为 了 满足 


f (&) = f Go y) (T. 4-21) 
应 有 
f (£) =ф Ofi + ф Ofa (7. 4-22) 
又 
= [dp + dm 
de= ] س‎ + z, ag (7. 4-23a) 
= [ае + dp 
чу= [Fy + B Jae (7.4-23) 
所 以 
= (dz) + (dy) = (7%. (Уа =|J|d4e 07. 4-24) 
从 而 


JEP ГЫШ КОКЫТ 


=f E de= Dg (ш (7. 4-25) 


对 于 二 维 问题 ,我 们 以 曲 边 四 边 形 为 例 进行 说 明 , 如 图 7. 4-5 单元 内 任 一 点 的 坐标 (z， 
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єї,-1) @,-1) 


o x 


图 7.4-5 二 维 曲面 单元 与 二 维 等 参 单元 (Serendepity elements) 


yz) 可 用 节点 的 坐标 (zi,y z), G = 1,2,3,4) 表 示 为 
4 
х= У) (E paz: 
я 
y= Der (Фр. (7. 4-26) 
m 


n 
z= >e (Ezi 


im 


而 在 点 (z,y,z) 的 函数 值 f(z,y,z) 亦 可 以 用 函数 在 节点 处 的 值 /;, (i = 1,2,3,4) 插 值得 到 


f Ca) = DAES: 07. 427) 
< 
要 满足 
=. == (& эз) š 
yı = (&0),G=1,2,3,4) (7. 4-28) 
zi =z (6.7) 
和 f; = f E) (7.4-29) 
需要 
Ф (фә) =8; (7.430) 
Bp 
-dD 7.4318) 
е=та+әа-р (7. 4-31) 
Ф=та+0а+р 07.4310) 
а= а-ә 1+ (л. 4314) 


考虑 到 二 维 情况 下 的 面积 分 微 元 
2126/5 


i j k 
ТЭТ Әх ду az 
аге |29 |asay= JE Ə£ Ə€|dedo= |G] dgdy (7.432) 
7 
az ду əz 
д] д] дт 
从 而 
ig 
соаг | f faep IEE DD) 161 dedy 
ip Sai 
=Í J ‚кё p dedq= DJ DJ 2 CE, yao, (7. 433) 
ل‎ ўа 
一 维 曲线 单元 和 二 维 等 参 单元 的 几 种 常见 形 函 数 分 别 见 表 7. 4-1 和 表 7. 4-2, 
表 7.4.1 几 种 常见 一 维 曲 线 单元 的 形 函 数 
单元 名 称 等 参 单元 节点 ESER 
常 单元 I ж p= 
1 2 с = 
线性 单元 م‎ 
4-1 81 pTO 
1 3 2 pO =e -8 
2595 اي‎ оо ғ т-та 
#742 几 种 常见 二 维 等 参 单 元 的 形 函 数 
等 参 单元 节点 EAEAN p 
pp 
+- 
+ atp 
+pD 


DA+etD 


8 


з 


* 


з 


8 


bi 


8 


та а а от 
мј Sh sh s + > +E 


“+E = CE =1 
AÐA с +-1>› 
С1- 02 C1+g)<9-&8-1)> 
a-a- 
a-p Atp 
‹ї-ё›с1ї+ф› 


a-pa- 
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7.5 和 迭代 方法 


对 于 Volterra 积分 方程 ,还 可 以 采用 迭代 方法 进行 数值 求解 。 考 虑 第 卫 类 Volterra 积 
分 方程 
Kz) = | kD #004: РС) Саа) 07.5-1) 


假定 其 解 (x) ,以 及 f(z) 和 (zx,) 均 为 [a,5] 区 间 上 的 连续 函数 ,并 设 分 点 zo = a,x, 
=а+ћ, л. = a+ А, а Nh=z(h 是 步 长 )。 根 据 求 积 公式 


, x 
[Fod DAF Ca 0.5-2) 
第 了 类 Volterra 积分 方程 可 离散 成 下 列 形式 
| Š 
a+ Nh) = DD Ask (а + Nhya + а + kh) + f(a + Nh) (7.5-3) 
1 


р 
上 式 可 进一步 改写 成 迭代 形式 
的 + NA) = AG Nia TNL Ak а + Nha + MDH + м + f(a + ND) ] 


pla) = f(a) 

(7. 5-4) 

即 从 初 值 %a) = f(a) ,可 依次 求 出 $a+h) „Са + 2А), "=" „Фа + Nh)。 特 别 地 ,把 等 距 求 积 
公式 (7. 5-2) 取 成 复 化 梯形 公式 , 则 式 (7. 5-4) 成 为 


xa 
$at Nh) = — x [h Уа + Nha + kh)$(a+ kh) + 
1-5А6а+ М№,а+ МЫ) С} 


Жака + Nhat) + уба + хт) (7. 5-5) 
例 3 在 区 间 [0,2] 上 ,使 用 ”= 20 的 复 化 梯形 公式 求 积分 方程 
= | {айй + x, Cz>0) 


的 近似 解 。 
解 :根据 原 积分 方程 可 知 ,pC0) = 0, 利 用 迭代 公式 (7. 5-5) 知 
[1-0.05x 志 (0. 1? J0. 1) =0.1+0.05 x Ê x0. 1x0x$(0) =0.1 


因此 ,#$(0. 1) = 0. 10001。 同 样 可 以 得 到 
#00. 2) = 0. 20012 
$(0. 3) = 0. 30057 


#(1. 9) =3. 00564 
$(2. 0) = 3. 41463 
原 积分 方程 的 精确 解 为 


$" G) = хехр(®) 
+ 128. 


因此 可 得 误差 估计 
#00. 3) ¬ $` (0. 3) = 0. 30057 — 0. 30054 = 0. 00003 
$0. 9) ¬ $* (1. 9) = 3. 00564 ¬ 3. 00152 = 0. 00412 
若 要 提高 迭代 法 的 精度 ,必须 用 高 阶 求 积 公式 来 代替 复 化 梯形 公式 ,但 是 使 用 高 阶 求 积 
公式 必须 有 一 个 特殊 的 开始 方法 ,最 常用 的 是 戴 依 方法 (Day method) ,计算 $(h),$(2h)， 
$(3h) 的 公式 有 


E) = Аа, + (к) +E Aha] + у 
xt 4= (fo) З) (r+) Jes: 
ha = h [ROSCO + (А, 1+ 70: 
$n = hk(h,0) fO) + УСА) 
вол) = È [kG2h,0) 700) + 4kC2h sh) + $Ch) + RC2h, 2R, ] + FOA) 
式 中 $a = 2hkG2h,h)$(h) + ОЮ). 
#Gh) = ŠMKA 0) (0) + IEA BC + ЗЕЛ, AIKA) + RC3h. 3b, J+ FOW 


式 中 加 = 3 [#(3^‚һ)#(һ) + k(3h,2R)$(2R)] + fG3h) , 
戴 依 方法 与 复 化 辛普森 求 积 公式 的 联合 使 用 ,可 改善 求解 的 精度 ,但 是 由 于 复 化 辛普森 
求 积 公式 适用 于 奇数 个 等 距 节点 ,所 以 对 偶数 个 节点 的 情况 ,可 改 用 计 辛普森 求 积 公式 。 


例 4 在 区 间 [0,2] 上 使 用 节点 距 h=0.1 的 辛普森 求 积 公式 和 计 辛 普 森 求 积 公式 , 求 
积分 方程 
ва) = | Laod x, (x>0) 
的 近似 解 。 解 :h=0. 1,k(z,t) = 二 zt, 依据 戴 依 方法 得 
b=0.1 
$. =0.1+0.05 [о + La. 1 j~. 10001 


$s = 0.05 + 0.025 [o+ + 0. 05)*х (0+0. 05) ео. 05 


жа D=01+ (0 [o+4x} x01x0. 05X0 05+È x01x01x0 юю] 


= 0. 10001 
利用 辛普森 公式 计算 ,有 
$(2R) = $(0. 2) =0. 20011 
再 用 总 辛普森 公式 计算 ,有 
$(3h) = $(0. 3) = 0. 30054 
129. 


在 这 个 求解 过 程 中 ,$(0.4),$(0.6),…,$(2.0) 是 用 辛普森 公式 计算 ,而 %(0.5)， 
$0.7) ,…,3(1. 9) 则 是 用 训 辛 普 森 公式 进行 计算 的 。 


表 7. 5-1 列 出 了 积分 方程 的 精确 解 ,以 及 用 复 化 梯形 公式 和 辛普森 公式 计算 的 数值 解 ， 
从 中 可 以 看 出 ,采用 辛普森 公式 比 复 化 梯形 公式 要 精确 得 多 。 


表 7.5-1 积分 方程 数值 解 与 精确 解 比较 


精确 解 复 化 梯形 辛普森 
0.0 0.00000 0.00000 0.00000 
0.1 0. 10001 0. 10001 0. 10001 
0.2 0. 20011 0. 20012 0. 20011 
0.3 0.30054 0.30057 0. 30054 
0.6 0. 60870 0.60883 0.60870 
0.9 0.94482 0.94514 0.94482 
0.2 1.34652 1.34720 1.34652 
1.5 1. 87849 1. 87993 1. 87849 
1.8 2. 65538 2. 65582 2. 65538 
1.9 3.00152 3. 00564 3. 00154 
20 3. 40921 3. 41463 3. 40922 
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8 第 I 类 积分 方程 的 数值 方法 


8.1 正则 化 策略 与 正则 解 


第 工 类 积分 方程 由 于 其 不 适 定性 ,其 数值 方法 与 求解 第 工 类 积分 方程 的 数值 方法 有 很 
大 的 不 同 。 求 解 第 工 类 积分 方程 相对 于 求解 第 下 类 积分 方程 要 困难 得 多 。 这 些 困难 包括 ; 

(1) 当 原 积分 方程 准确 解 不 存在 时 ,如 何 定义 合适 的 广义 解 ? 

(2) 当 原 积分 方程 的 解 不 唯一 时 ,如 何 加 以 适当 的 限制 使 其 解 唯一 ? 

(3) 当 原 积分 方程 有 唯一 解 时 ,由 于 逆 算 子 的 不 连续 性 ,如 何 保证 右 端 项 的 微 扰 不 会 在 
数值 求解 过 程 中 被 累积 并 放大 ? 

设 第 工 类 积分 方程 


[ждей = исо (8.1-D) 


或 写成 算 子 形式 
Aç= f (8.1-2) 
一 般 的 , 设 pEF,fEU, 空 间 下 与 空间 U 的 度量 为 pr Mou. A: F—U 是 线性 或 非 线性 
映射 ,但 这 里 我 们 仅 考虑 线性 映射 的 情况 。D(A) 和 RCA) 分 别 表示 算 子 A 的 定义 域 和 值 
域 。 当 算 子 A 非 满 射 , 即 RAAU 时 ,积分 方程 解 可 能 不 存在 ; 当 算 子 A 为 非 单 射 时 , 即 算 
子 A 的 零 空间 NCA) = {z|Az=0} 非 空 ,积分 方程 的 解 不 唯一 : 若 积分 方程 的 解 存在 且 唯 
一 ,但 逆 算 子 A -无 界 或 不 连续 , 则 积分 方程 的 解 不 具有 稳定 性 。 由 此 可 见 ,积分 方程 是 否 
适 定 ,不 仅 与 解 (2) 所 属 的 函数 空间 下 , 右 端 项 ui) 所属 函数 空间 U 有 关 , 更 重要 的 是 与 算 
+ A 的 性 质 有 关 。 
积分 方程 的 物理 背景 可 以 是 各 种 各 样 的 ,但 通常 右 端 项 与 测量 数据 有 关系 ,积分 核 则 由 
具体 的 物理 系统 决定 。 这 样 ,从 解决 实际 问题 来 说 ,我 们 希望 积分 方程 的 解 是 适 定 的 。 但 不 
幸 的 是 ,实际 测量 数据 不 可 避免 的 带 有 测量 误差 ,通常 我 们 知道 的 只 是 积分 方程 右 端 项 u(t) 
的 近似 值 , 即 и, Со). ВР ws(z) 可 能 不 属于 U, 此 时 ,积分 方程 的 解 就 很 可 能 不 存在 了 。 即 
使 积分 方程 的 解 存在 且 唯一 , 若 逆 算 子 A”' 无 界 或 不 连续 ,也 不 能 使 积分 方程 的 解 满足 稳定 
性 要 求 。 可 见 ,对 第 工 类 积分 方程 ,不 适 定性 是 普遍 存在 的 问题 。 为 此 ,必须 考虑 这 样 的 问 
题 , 即 怎样 使 一 个 不 适 定 的 问题 成 为 一 个 适 定 的 问题 ,或 更 准确 地 说 ,如 何 构造 一 个 适 定 的 
问题 ,使 这 个 适 定 问题 的 解 可 以 成 为 那个 不 适 定 问题 解 的 一 个 合理 近似 。 如 果 这 种 想法 可 
以 实现 ,我 们 就 可 以 绕 过 求解 一 个 不 适 定 问题 可 能 过 到 的 重重 困难 。 这 种 求解 不 适 定 问题 
的 策略 通常 称 之 为 正则 化 策略 。 它 是 由 Tikhonov 和 Phillips 分 别 独立 提出 的 93>。 下 面 
我 们 就 具体 讨论 这 种 正则 化 策略 。 
首先 ,为 了 克服 由 于 测量 误差 的 引入 造成 积分 方程 解 的 不 存在 ,定义 满足 下 列 条 件 
ming) (Az, u) (8. 1-3) 
+ 131 ° 


的 解 x 为 积分 方程 的 广义 解 ( 又 称 拟 解 )。 广 义 解 总 是 存在 的 ,但 却 可 能 是 不 唯一 的 。 为 
此 ,我 们 对 广义 解 的 函数 空间 
Q, = {(z;pl Az u) <S) (8. 1-4) 

加 以 限制 ,缩小 集合 Q, 的 范围 ,希望 在 子 集 FCF 上 积分 方程 的 解 是 唯一 的 。 这 需要 利用 
关于 解 的 补充 信息 (定性 的 或 定量 的 ), 如 解 的 存在 范围 , 解 的 性 质 等 。 正 则 化 策略 主要 利用 
解 的 定性 性 质 , 即 关于 解 的 光滑 性 。 

设 W! ë RA EAI 户 阶 连续 导数 的 函数 空间 ( 即 索 勃 列 夫 空间 ),W8 的 度量 按照 下 式 
定义 ` 


(а,в? = f’ Усо(®%©Ә у}, Ca-n) (8. 1-5) 
其 中 ,q(z),q(z)，qgo(z) 是 给 定 的 非 负 连 续 函 数 。 关 于 解 的 光滑 性 要 求 就 是 要 求 
minal] = |, Dao (FP) dz (8. 1-6) 
г& 


虽然 满足 式 (8. 1-3) 的 广义 解 是 不 唯一 的 ,但 如 果 同 时 要 求解 满足 式 (8. 1-6) , 则 解 被 限制 成 
唯一 的 。 为 此 ,构造 泛 函 


Me[z,u,] = 91 (Az,us) +9012] (8.1-7) 
其 中 ,a>0 称 为 正则 系数 。 求 该 泛 函 的 极 小 值 
min:MP[z,u,] = 2 (Az,us) +aD[z] (8. 1-8) 


并 将 其 解 z;(z) 作 为 原 积分 方程 的 近似 解 。 这 就 是 求解 不 适 定 的 第 工 类 积分 方程 的 正则 化 
策略 。 通 常 称 泛 函 Mr[z,w] 为 展 平 泛 函 (Smoothing functional) , 称 4[z] 为 稳定 泛 函 (Sta- 
bilization functional) 或 稳定 子 。 当 p=0 时 ， 


A[z]= Í z?’ (x)dr (8. 1-9) 
称 为 0 阶 稳定 子 。 当 p= 时 ， 
alz]= f [(z(z))2+ (z(z))2]dz (8. 1-10) 


称 为 一 阶 稳定 子 。 

展 平 泛 函 的 极 小 值 解 z:(z) 也 可 以 看 成 是 某 个 算 子 RCus,a)( 它 依赖 于 数据 u, 和 正则 
参数 a) 作 用 于 us 的 结果 , 即 

z, = R(us sa) (8.1-11) 

这 时 称 RCus ,a) 为 正则 算 子 , 称 z, 为 原 积分 方程 的 正则 解 。 由 于 正则 算 子 RCus,a) 依 
赖 于 正则 参数 ,因而 ,积分 方程 的 正则 解 也 依赖 于 正则 参数 a。 那么 正则 参数 a 应 该 如 何 
选择 呢 ? 

正则 参数 a 的 选择 对 用 正则 化 方法 求解 第 工 类 积分 方程 是 至 关 重 要 的 一 步 。 因 而 一 直 
是 极 具 吸引 力 的 研究 课题 。 从 逼近 原 积分 方程 准确 解 的 角度 出 发 ,希望 a 尽 可 能 小 ;而 从 保 
证 解 的 稳定 性 角度 出 发 ,又 希望 正则 参数 a 尽 可 能 大 。 它 们 是 相互 矛盾 的 ,通常 只 能 在 二 者 
之 间 取 得 某 种 意义 上 的 折 中 ,使 得 正则 参数 的 选取 , 既 能 保证 解 的 稳定 性 ,又 能 使 逼近 解 足 
够 接近 准确 解 。 通 常 ,正则 参数 的 选择 有 所 谓 的 先 验 (prior) 和 后 验 (posterior) 两 类 策略 。 
前 者 在 求 出 正则 解 之 前 就 将 正则 参数 确定 下 来 。 由 于 正则 解 和 准确 解 之 间 的 误差 明显 的 与 
正则 参数 的 选择 有 关 , 这 就 导致 了 最 优 正则 参数 的 问题 ,即使 解 的 误差 极 小 化 的 对 应 正则 参 
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数 选择 问题 。 而 确定 正则 参数 的 后 验 策略 , 则 是 在 计算 正则 解 的 过 程 中 ,根据 一 定 的 原则 不 
断 调整 正则 参数 a 的 值 ,保证 解 的 误差 水 平 与 原始 数据 的 误差 水 平 相 匹配 。 由 于 后 验 策略 
相对 更 简单 ,更 实用 ,因而 也 更 得 到 关注 。 这 里 介绍 使 用 最 为 广泛 的 一 种 后 验 策略 , 即 偏差 
原理 (Discrepancy principle) 。 偏 差 原理 要 求解 的 误差 p.(Az, ,ws) 与 数据 的 误差 6 是 相等 
的 。 即 正则 参数 a 应 由 下 列 Morozov 偏差 方程 确定 

о. (Ах, rus) =8 (8. 1-12) 
上 述 方程 是 非 线性 的 ,一 般 可 以 采用 Newton 迭代 法 确定 正则 参数 的 值 。 当 数据 的 误差 
水 平 6 未 知 时 ,可 以 利用 Engl 的 误差 极 小 化 准则 (Engl”s criterion) 来 确定 正则 参数 a, 即 


min: Q(a) = Тасы (8.1-13) 


现在 ,可 以 将 求解 不 适 定 的 第 工 类 积分 方程 的 正则 化 策略 总 结 如 下 : 
(1) 定义 广义 解 满足 min:p, (Az, us) ,解决 解 的 不 存在 问题 。 

(2) 构造 稳定 泛 函 Q(z) ,通过 补充 解 的 定性 信息 ,消除 解 的 非 唯一 性 。 
(3) 构造 展 平 泛 函 


M[z,us]=p:(Az,us) + aQ[ z] (8.1-14) 
并 对 给 定 正则 参数 的 初 值 a 极 小 化 泛 函 M° Ce, us) IHEMI 
24 = RCus sao) (8. 1-15) 


Са) 根据 偏差 方程 (8. 1-12) 确 定 新 的 正则 参数 <。 再 利用 新 的 正则 参数 a 确定 新 的 正 
JIR 25 = RCus,a)。 反 复 迭 代 , 直 至 解 的 误差 水 平等 于 数据 的 误差 水 平 3。 


8.2 连续 正则 化 方法 


利用 上 节 讨 论 的 正则 化 方法 求解 不 适 定 的 第 工 类 积分 方程 数值 解 时 ,需要 对 积分 区 间 
进行 离散 ,从 而 将 一 个 无 限 维 问题 转化 为 一 个 有 限 维 问题 进行 数值 求解 。 通 常 有 两 种 做 法 ， 
(1) 先 正则 化 ,再 离散 化 ;(2) 先 离散 化 ,再 正则 化 。 前 者 通常 被 称 作 连 续 正 则 化 方法 ,后 者 通 
常 被 称 作 离 散 正则 化 方法 。 本 节 讨 论 连续 化 正则 化 方法 。 

考虑 第 工 类 积分 方程 (8. 1-1) 或 算 子 形式 (8. 1-2)。 假 设 积分 核 &(zx,1) 在 区 间 П = 
[a,b]X [a,b] EE, F = Wa (a,b) ,U = L? [a,b], AF A 是 映射 下 到 U 的 全 连续 算 子 。 
设 zr(0) 是 方程 相应 于 右 端 项 ur(z) 的 准确 解 , 即 

Azr=ur (8.2-1) 
通常 rz) 是 不 知道 的 ,只 知道 具有 误差 水 平 6 的 近似 w: | u = ur | <o. HFM 
的 不 适 定性 ,传统 的 借助 于 逆 算 子 A 来 确定 近似 解 的 方法 不 具有 稳定 性 ,为 此 ,采用 正则 


化 方法 来 求解 。 
首先 ,构造 展 平 泛 函 (又 称 Tikhonov 2 E) 
Me[z,a]J= (Az, u4) + alz] (8.2-2) 
式 中 
Az) = | Az- | 2 = f [f kaeo- (| ас (8.2-3) 


而 稳定 泛 函 Q(z) 的 选取 , 依 对 解 的 光滑 性 要 求 不 同 ,而 有 不 同 的 取 法 。 当 仅 要 求解 本 身 在 
区 间 (a,5) 连 续 时 ,可 取 零 阶 稳定 子 
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alls 10 s | сода (8.2-4) 
当 不 仅 要 求解 本 身 在 区 间 (a,5) 连 续 ,还 要 求 其 一 阶 导 函 数 连续 时 ,可 取 一 阶 稳定 子 
ofz]= Пао |2 + |Z) 12 = fC) + Geo J (8.2-5) 
如 果 进 一 步 还 要 求 二 阶 导 函数 连续 ,可 取 二 阶 稳定 子 
A= 10 |? + |Z) 有 + |Z |2 = fF TEW а/о) + (CD)? de 
(8.2-6) 
这 里 ,以 一 阶 稳定 子 为 例 进行 说 明 。 
其 次 ,对 展 平 泛 函 求 一 次 变 分 ,并 使 之 等 于 0, 得 到 使 展 平 泛 函 极 小 化 的 Euler 方程 。 
зм = аме [z+ porus ]lyo =0 8.27 
式 中 ,h SERT ?为 实 参数 。 因 为 


МГ hit] = 中 [f k(z,D[z(D) + A Jde- (a) dz + 


EA (Гео + HDF + Cz (2) + рис) 
УЕР I 
=2 [f кореш + тоја ша] |'k æ Dh drdz+ 


Я " ([e(D+ RCD JAC) + [z (E) + gh (DR CD уд (8. 2-8) 
所 以 
амаа] 2| { [fe соо aG Јасен) dz+ 


2 | Гаво + (DM GCD Jar 
= 2f [ti Асека) аг (ds = 2f [j Васа hds + 


2af’ «СБС + 2az (OAC |° = 2a fz" дл) (8.2-9) 
考虑 到 h(s) 的 任意 性 , 则 式 (8. 2-7) 等 价 于 下 列 微分 -积分 方程 
[сова едас + агас) -zco]= | kz, dm Dd (8. 2-108) 


及 附加 边界 条 件 
z (Dh(b) — z (a)h(a) = 0 (8. 2-10b) 
边界 条 件 可 视 实际 情况 决定 。 若 已 知 解 在 区 间 端 点 的 函数 值 , 即 
z(a) =, z(b) =Z, 

式 中 ,三 和 到 是 给 定 值 。 在 这 种 情况 下 ,函数 А СБ) ( 实 为 变 分 ) 应 该 在 端点 ;=a 和 s = 为 
0, 从 而 边界 条 件 (8. 2-10) 是 满足 的 。 

如 果 在 端点 s=a Жїз =b 上, 解 =(s) 的 值 是 不 知道 的 ,可 假定 

z'(a)=z'()=0 
从 而 满足 边界 条 件 (8. 2-10b) 。 
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也 可 能 存在 满足 (8. 2-10b) 的 混合 型 边界 条 件 , 即 
z(a) = 五 ， z(a)=0 
zG@)=z, ZG)=0 
类 似 的 ,对 0 阶 稳定 子 Q[z] = || z(z) |? 可 导出 
ГГс оваа таг) = |? ezomwcodz (8. 211) 
Ф EGD = | вао dz 
З 
кб = | #(т,\шщ adr 
则 式 (8. 2-10a) 和 式 (8. 2-11) 可 分 别 简写 为 


[одой +а[еб) -xD]=gG) (8.2-12) 
f Re,DeCDdr+az( = бә) (8.2-13) 
它们 就 是 对 应 泛 函 极 小 值 的 欧 拉 条 件 , 更 一 般 的 , 当 积分 核 是 复 变 函数 , 欧 拉 方 程 可 写成 
A` Aztalz- 2) =A" uy (8.214) 
A’ Az+az= A" u (8.2-15) 
或 更 一 般 的 ， 
A’ Az +a [z]=A" u (8. 2-16) 


APA 是 A WRAT A EZR QLz] 的 导数 。 
如 果 在 构造 稳定 展 平 泛 函 时 ,使 用 了 р 阶 稳定 子 


а= J 2 eo (8 "ас 68.217) 

E ра M [z,u] 的 欧 拉 方程 将 有 下 列 形式 

» ФГ odz 
[ообой +а > -v 960092] =0) (8. 2-18) 
而 边界 条 件 可 取 为 
z(a) = z (a) = «= (P7 (a) =0 (8. 2-19a) 
z0) =2 0) = 99) =0 (8. 2-19b) 
通过 差分 离散 ,Euler 方程 可 用 差分 法 进行 数值 求解 。 为 此 ,建立 差分 网 格 

s=a+(Gi-05)h,G =1,2,---,n) (8. 2-20) 
L (8. 2-21) 


n 


以 式 (8. 2-12) 为 例 ,进行 差分 离散 化 之 后 得 
Ум, ~a [(zi-ı ¬ 2z; + +, )/һҺФ%—]=щ,(1=1,2,+°*›,п) (8. 2-22) 
式 中 Ё) = Гъскамдае; 
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" 
g= асосда, 


而 边界 条 件 
z(a)=0 
z(6)=0 
差分 离散 化 之 后 为 ك‎ =0 
жез ao 


h 

由 于 稳定 泛 函 的 引入 , 式 (8. 2-22) 对 应 的 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 ,对 任意 a>0 都 
是 良 态 的 ,可 用 常规 求解 线性 方程 组 的 方法 求解 。 若 正则 参数 已 根据 先 验 准则 确定 下 来 ， 
只 需要 解 一 次 方程 组 即 可 ,但 结果 通常 不 太 理想 ; 若 正则 参数 是 根据 后 验 准则 进行 确定 , 则 
需要 一 个 反复 迭代 过 程 ,不 断 调 整 正则 参数 的 取 值 ,直到 解 的 误差 与 数据 的 误差 水 平 相 匹 配 
时 停止 迁 代 。 解 的 结果 通常 会 因 反 复 迭代 有 较 大 的 改善 ,这 是 付出 计算 成 本 换 来 的 。 
8.3 离散 正则 化 方法 

将 连续 问题 离散 化 并 求 数值 解 ,实质 上 是 将 无 限 维 问题 用 有 限 维 问题 近似 ,并 用 有 限 维 
空间 上 的 解 作为 原 问题 的 近似 解 。 离 散 化 有 多 种 方式 ,但 它们 可 用 投影 法 统一 起 来 。 为 此 ， 
我 们 首先 给 出 投影 法 的 定义 。 

定义 8.3-1 FAU 是 两 个 Banach 空间 ,A:F->U 为 有 界 双 射 算 子 。 令 F,CF,U, 
CU 是 n 维 的 有 限 维 子 空间 ;Q, :UU, 为 投影 算 子 。 对 于 给 定 的 wEU, 关 于 算 子 方程 


Az=u,(zEF,uEU) (8. 3-1) 
的 投影 法 就 是 要 在 F. 中 求解 下 述 投影 近似 方程 . 
QAz, = Ош (8.3-2) 
设 {2 ,22 和 {ayaa…an} 分 别 是 F ЖП U, 的 基 , 并 设 
= =} аг, (8. 3-3) 
Qu= Ува, (8. 3-4) 
Q,A5i = аа, (8. 3-5) 
则 投影 近似 方程 (8. 3-2) 等 价 于 下 述 线性 代数 方程 组 
1аа,=А,›(4@=1,2,-=›л) (8. 3-6) 
或 写成 矩阵 形式 
Аа= В (8. 3-7) 
根据 Е, Un Qn 的 不 同 选取 可 得 不 同 的 投影 方法 ; 
(1) 配点 法 


设 a=z<zs<…<z=b, 将 区 间 [a,b] 离 散 化 ,并 称 离散 点 为 配置 点 。U, 是 由 插值 
Жа, (KRE n 维 子 空间 。 这 里 投影 算 子 О, 就 是 插值 算 子 : 
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ош = Daur)a (z) (8. 3-8) 


i=1 


此 时 ,投影 近似 方程 为 


Az.(z,) = u(x), (i= 1,2, ***,n) (8. 3-9) 

而 与 投影 近似 方程 对 应 的 线性 代数 方程 组 中 
A= (aj) = (СА#,)(т,)) ‹8. 3-10а) 
R = иб) (8. 3-10) 


(2) Galerkin 法 
在 Galerkin 法 中 ,准确 解 z€ F 用 其 在 子 空间 Е, 中 的 正 交 投影 ,= Qr EF, 来 近似 。 
因此 ,> 需 满足 正 交 投 影 条 件 


z -z| F., YzE€F (8. 3-11) 
或 等 价 的 
Az, -и10,, VuEU (8. 3-12) 
也 可 用 内 积 表示 为 
(Az, = usun) =0, Y u, EU, (8. 3-13) 
或 
(Az.,u,) = Gusu,), Vu, EU, (8.3-14) 
Җ (8. 3-14) 就 是 Galerkin 法 的 投影 近似 方程 ,而 与 之 对 应 的 线性 代数 方程 组 中 
A= (aş) = ((A#;,0,)) (8. 3-15a) 
B= (uai) (8. 3-15b) 
(3) 最 小 二 乘法 


最 小 二 乘法 的 投影 近似 方程 为 
ll Az, u || < || Avn -u || s Yun EF, 
即 
|| Az, – u || = тіп || Au, ~u || ,Vv € F, 
由 一 次 变 分 为 0 可 导出 确定 解 的 法 方程 如 下 
(Az,,Au,) = (u, Aun), V u, € F, 

容易 看 出 , 若 U,=A(CF,), 则 上 式 就 是 式 (8. 3-14) ,因此 ,最 小 二 乘法 可 以 看 成 是 Galer- 

kin 法 取 U, = A(F,) 的 特例 。 


相应 的 线性 代数 方程 组 中 
А = (aj) = ((A#; , A#,)) (8. 3-16a) 
A= (u, A2) (8. 3-16b) 
在 算 子 方程 (8. 3-1) 就 是 第 工 类 积分 方程 
САх) Са) = | kez, )zG)ds=u(2) (8. 3-17) 


时 ,由 各 种 投影 方程 得 到 的 线性 代数 方程 组 中 的 系数 矩阵 4 = (a; ) 和 右 端 项 B= (8 ) 还 可 以 
具体 表示 为 
配点 法 : 


а= [к= ‚з, (ds (8. 3-18a) 


• 137 ° 


B. = u(zi) (8. 3-18b) 


Galerkin 法 : 
a = [| kds Van dsdr (8. 3-19a) 
a= | uade (в. 3-19b) 

最 小 二 乘法 : 

9 
a = вовсе, Се (rdsdz (8. 3-208) 
ii 

p= (ваа асдаг (8. 3-20) 


现在 ,我 们 来 讨论 一 下 ,通过 上 述 的 各 种 投影 方法 得 到 的 线性 代数 方程 组 的 性 质 。 如 前 
所 述 ,方程 组 的 右 端 项 往往 含有 测量 误差 , 即 p 实 际 为 B+ Ap, 相 应 的 解 变 为 a+ Aa, 经 过 简 
单 推导 可 得 


Aa > 
< ' 
Гаї < [А | l477 || Tel 


可 见 线性 代数 方程 组 解 的 相对 误差 与 右 端 项 的 扰动 误差 之 间 的 关系 可 以 由 上 A1 IA | 
来 确定 。 它 的 大 小 反映 右 端 项 扰动 误差 在 求解 过 程 中 是 被 抑制 缩小 还 是 被 扩散 放大 。 从 而 
刻画 了 方程 组 在 求解 方面 的 性 态 。 通 常 称 之 为 线性 代数 方程 组 系数 矩阵 4 的 条 件数 (con- 
dition number) , 记 作 cond(A4)。 当 条 件数 较 小 时 , 称 方程 组 是 良 态 的 (well-conditioned) ; 当 
条 件数 较 大 时 , 称 方程 组 是 病态 的 (ill-conditioned) 。 条 件数 越 大 ,方程 组 越 病态 。 

条 件数 与 所 取 和 矩阵 范 数 有 关 , 当 使 用 谱 范 数 时 ,有 


= -1 |, = ЈА САА) =- usss j=: 
cond(A)= |А ll » 1А47' 12 Мэ САТА) ута (8. 3-22) 


REP ,А САТА DFI Amin САТА ) Ж АТА ВЗЯЛА. о FI usa EERE А 的 最 大 和 最 
小 奇异 值 。 


(8. 3-21) 


ЩА 对 称 时 ， 
cond(A) аи (8. 3-23) 
%4 A 正定 时 ， 
АСА) н 
cond(A) = аа) (8. 3-24) 


不 幸 的 是 ,对 于 第 工 类 积分 方程 ,通过 各 种 投影 方法 得 到 的 线性 代数 方程 组 都 是 病态 
的 ,并 且 积 分 核 k(z,t) 越 光滑 ,方程 组 的 病态 越 严 重 。 随 着 网 格 的 细 化 ,方程 组 的 条 件数 会 
先 有 所 下 降 , 但 随后 随 网 格 的 细 化 变 得 更 大 。 对 于 病态 的 线性 代数 方程 组 ,不 能 用 常规 的 求 
解 方法 ,必须 用 特殊 的 线性 代数 方程 组 求解 方法 。 比 较 传统 的 方法 是 奇异 值 分 解 方法 。 它 

的 基本 思想 是 :首先 对 系数 矩阵 4 进行 奇异 值 分 解 
UTAV =S= diag(ui us ,** su, ,0,0,*+,0) (8. 3-25) 
式 中 ,U M V 都 是 正 交 和 矩阵 ,S 为 对 角 矩 阵 , 称 为 奇异 值 矩阵 ,wx (i = 1,2,…,r) 是 矩阵 4 的 

奇异 值 ,并 满足 
m> > 2u, 20 (8. 3-26) 
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r= КапКСА) Ж: A 的 秩 。 


其 次 , 取 
§=diag(u ›и›,*,и„,0,0,+°°,0) (8. 3-27) 
式 中 ,p<r。 
计算 
A=USVT (8. 3-28) 
式 中 ,A 是 在 范 数 意义 下 最 接近 A 的 近似 矩阵 , 即 对 任意 矩阵 有 
Il A4A-Alla=minll A-B ll: (8. 3-29) 
最 后 ,求解 近似 方程 组 
Ax=b (8. 3-30) 
取代 求解 原 病态 方程 组 
Ax=b (8. 3-31) 
由 于 up >u, ,所 以 
cond(À) = 44 = cond(A) (8.3-32) 
up u, 


即 矩 阵 人 的 条 件数 相对 矩阵 4 的 条 件数 下 降 了 。 
奇异 值 分 解 方法 的 主要 问题 是 计算 成 本 太 大 。 现 在 我 们 开始 介绍 求 病态 方程 组 的 正则 
化 方法 。 构 造 离散 的 Tikhonov 正则 泛 函 
М(х.) = RA b) + a Q, (8. 3-33) 
Rp ETH, 为 数据 向 量 ,4, 是 方程 组 的 系数 矩阵 ,9 为 稳定 矩阵 ,a 为 正则 参数 。 
根据 


有 0,G= 2 (8.3-34) 
得 与 
minM [x ,b* J (8.3-35) 
等 价 的 欧 拉 方程 
(ATA, + а 2, )x* = Ab (8. 3-36) 


式 中 ,与 Q(x) = || x(t) || ° 对 应 的 稳定 矩阵 О, 为 单位 矩阵 ,而 与 
A= |с) 12+ Со 12 


对 应 的 稳定 矩阵 为 
1 1 
lt См 
1 2 1 
7м lt См 
1 2 
-I 0+2 
о,=һ Ë № (8. 3-37) 
2 1 
ttg См 
1 1 
“м 1+ 
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SRP yh = EE ARRE ЖЬ. 

由 于 稳定 矩阵 多 的 引入 ,方程 组 (8. 3-36) 是 良 态 的 ,可 用 常规 线性 方程 组 求解 方法 进 
行 求解 。 正 则 参数 若 采用 先 验 原则 确定 , 则 方程 组 (8. 3-30 REER RR ENSUE R 
用 后 验 原则 确定 , 则 方程 组 (8. 3-36) 的 求解 需 反复 适 代 ,在 求解 过 程 中 不 断 调整 正则 参数 4 
值 ,直至 解 的 误差 水 平 与 数据 的 误差 水 平 相 匹配 。 离 散 的 偏差 方程 可 写成 


Ala) = || Ax; -i 12-02 =0 (8. 3-38) 
对 离散 正则 化 方法 可 总 结 如 下 : 
(1) 通过 离散 化 (各 种 投影 方法 ) 将 积分 方程 化 成 有 限 维 的 线性 代数 方程 
А„х* =b 


(2) 对 病态 线性 方程 组 进行 正则 化 ,得 到 Euler 方程 
САТА, + а 2, )х* = АТЬ" 
(3) 给 定 初 值 m ,求解 Euler FFE х". 
(4) 根据 式 (8. 3-38) 计 算 A Ca) , 若 | A (a, ) | 一 e( 给 定 计算 精度 ) ,停止 迭代 。 
(5) 根据 式 (8. 3-38) 计 算 A' (a, ) ,并 按 下 列 Neuton 迭代 格式 调整 正则 参数 a 的 值 
A (a) 


ar = aa Ar kE 1,2) 


Аа) 
(6) 反复 迭代 ,直至 满足 迭代 终止 条 件 | A Ca) | <е. 


8.4 滤波 正则 化 方法 


讨论 如 下 卷 积 型 积分 方程 
k G) *z (0) =u (0) (8.4-1) 
RP, k GO flu (1) 是 给 定 函数 ,= (1) 是 待 求 未 知 函 数 。zE F,xEU,F MU 是 度量 空间 ， 
式 中 卷 积 具有 如 下 3 种 表示 形式 : 


O kG) xz(D = | kG z Ce)de (8. 4-2) 
@ во [ва ох сае (8. 4-3) 
(3) ва) * z(t) = Pikot (8. 4-4) 


针对 如 上 3 种 形式 ,可 分 别 采 用 传 里 叶 变 换 , 拉 普 拉 斯 变换 和 梅林 变化 ,它们 可 统一 地 
表示 成 
F [k(t) *z (t)]=k (w)z (w) (8. 4-5) 
RP, Со) аА СЕ КИН ЕДЕ, эй {1 ЯЛЕ , RAAE Co) НОН ЖШ Ж Ж. 
在 变化 域内 ,积分 方程 的 解 可 表示 为 
z (w) о) (8. 4-6) 
Җа (о) и ( 切 的 傅 里 叶 变 换 ,或 拉 普 拉 斯 变换 ,或 梅林 变化 。 由 于 数据 误差 的 存在 ， 
我 们 实际 知道 的 只 是 w(t) 的 近似 值 , 即 
g (1) =u (t) +e (t) (8.4-7) 
式 中 ,e (7) 是 随机 误差 。 式 (8. 4-5) 应 改写 成 
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E (w) , E (w) 


о) k (a) 


== (o) +Ë e, (8. 4-8) 
按理 ,只 需 对 式 (8. 4-8) 作 相应 的 逆 变换 ,就 可 以 得 到 原 积 分 方程 的 近似 解 。 不 幸 的 是 


由 于 随机 误差 Co) 的 高 频 o 的 影响 ,可 能 导致 大 各 的 道 变换 不 存在 , 即 与 着 变 换 相应 的 


积分 是 发 散 的 Ps) 。 
如 对 伟 里 叶 变换 ,由 于 e Co) 的 高 度 振 荡 导 致 狄 利克 雷 条 件 不 满足 ,或 由 于 有 (w) 与 


e (w) 在 wo 时 趋 于 零 的 速度 不 一 致 ,导致 绝对 可 积 条 件 不 成 立 。 其 次 , 既 使 和 2》 tp aE 


换 存 在 , 则 它 与 零 的 偏差 可 以 任意 大 ,从 而 关于 解 的 真实 信息 被 噪声 所 遮盖 ,导致 所 得 到 的 
近似 解 是 不 可 靠 的 。 总 之 , 当 数 据 的 误差 或 噪声 较 大 时 , 逆 变 换 的 数值 反 演 是 一 个 不 适 定 问 
题 。 为 了 消除 或 减少 = (w) 的 高 频 o 成 分 对 逆 变 换 稳定 性 的 影响 ,就 需要 对 高 频 o 成 分 进 
行 滤波 处 理 。 引 入 双 变量 函数 f wa) ,用 对 f (osa) Со) 的 逆 变 换 来 代替 直接 对 均 (ш) 
作 逆 变换 求 得 积分 方程 的 近似 解 , 即 
z, (t) =F [f (wra) (ш) ] = R (ü (о) sa) (8. 4-9) 
例如 ,对 傅 里 叶 变换 而 言 ， 


BEREI ma ne ` 
о = | Sea cosa, (8. 4-10) 


可 以 证 明 , 当 f Соза) Е. 

(1) f (аза) 是 在 (ae>0, -co<o<co) 域内 有 定义 的 偶 函 数 , Н f (ша) € 
L? (- оо, +оо); 

(2) 对 所 有 a>0 值 和 w 值 ,有 OSS (wa) <1; 

(3) H a0 BÍ, f (w,a) 单 调 趋 于 1; 

(4) M ut col, f (оза) >0; 


(5) 对 所 有 apo, AGEL (- о, + ce), 


f Cora p CD 的 地 变换 是 存在 的 。 这 里 不 加 证 明 地 给 出 下 述 定理 。 


定理 8.4-1 如 果 函 数 /(w,a) 满 足 条 件 (1) 一 (5), 则 借助 于 它 确定 的 算 子 R (и,х) 
( 见 式 8. 4-10) 是 算 子 方程 


A= | ьа ordeu 0) 8.411 


的 对 u (+) 连续 的 正则 算 子 。 

上 述 定理 的 证 明 较 复杂 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 6。 

这 里 ,借助 于 f(w,a) 的 引入 得 到 了 原 积分 方程 的 稳定 近似 解 , 称 f Соза) DAEA 
子 ,而 称 算 子 R (u,z) 为 滤波 正则 算 子 ,在 滤波 正则 化 (Filtering regularization) 方 法 中 , 关 
键 的 一 步 是 构造 稳定 因子 f Cosa) ,一 般 地 可 按 下 式 构造 稳定 因子 : 


L (w) 


f (osa) ETC) EM Cay (8. 4-12) 


би. 


式 中 ,L (0) =Ë (wk (¬ wm) = |Ë Go) |? , ü M (w) 有 如 下 要 求 : 
O) М (w) 是 偶 函数 ,并 在 任 一 有 限 区 间 内 是 分 段 连续 的 ; 
(2) M (w) 是 w 的 非 负 函数 , 即 M ():>0; 
(3) 对 充分 大 的 |w| 来 说 ,M (w) 22220; 
k(-w) 


(4) 对 任意 «>0, 有 Cy s M Су CL (е, + 0). 
考虑 到 
ё Ass) = | СА, аот 
ае (a) асо) |= (а) «8. 4-13) 
当 取 
п[«1= | Mw) | x(a) аы (8.4-14) 
ff, Tikhonov ER I 
M [zu = | сае i) dr + aQ[z] (8.4-15) 
极 小 化 对 应 的 Euler 方程 为 
z оо = Ое. (8. 4-16) 


m 
ао | „шде ao 


1 [° ЕС-о)й бо) -vw 
2xJ-aL (a) +аМСау ә 


Ny ا‎ у а 
= 址 [De va 8.417) 


由 此 可 见 ,在 滤波 正则 化 方法 中 按 式 (8. 4-12) 构 造 的 稳定 因子 f Саза), РЕ Tik- 
honov Z ая 02 РЁ Q [z] 取 式 (8. 4-14) 的 形式 。 这 种 等 价 关系 反映 了 滤波 正则 化 方法 
与 由 变 分 法 导出 的 正则 化 方法 之 间 的 联系 。 

现在 讨论 M (w) 的 取 法 ,首先 考虑 M (o) = 1 的 情况 。 此 时 ， 


Als {zc а= | ze 1а (8. 4-18) 
可 见 ,M (o) =1 对 应 于 0 阶 稳定 子 。 当 M (o) =a” Bl, 
п[є1=в | le соза 8.419) 


Же? = ВО | arr Ear, AEB 是正 常数 ,m 是 不 小 于 数 r 


的 整数 部 分 的 整数 。 
一 般 地 ,可 取 


M (o) = Daw” (8. 4-20) 
її 
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式 中 ,qs 是 非 负 常数 , 它 相应 于 p MREFA [=]. 
现在 讨论 正则 参数 a 的 取 值 。 由 滤波 正则 化 方法 得 到 的 积分 方程 近似 解 z. G) BJ t 
差 为 


Фа) =p A =) = | [Az -ua Pde 
1 


[IE coz, (w) -a (| * dw 


2л 
= 1 Гем (w) асо) |28 
去 | (8429 
当 c=0 时 ,显然 有 
Ф(0) =0 (8. 4-22) 
M a>0 Bf, 
Dw | law) lds Пасо 1 (8.423) 
FH, 4 aok}, 
Ф(а)-» || uc) ||? (8. 4-24) 
此 外 
a = 1 [ `“ aL(e)M Ca) |u Ga) |1do Y 
Past | ی ا‎ (o (8.4-25) 


这 样 ,滤波 正则 解 的 误差 是 a 的 单调 增 函 数 ,由 零 变 到 | ис) | 。 当 原 积分 方程 右 端 项 
误差 水 平 $ 满足 
9< (ша) || (8. 4-26) 
时 ,可 由 偏差 方程 
@ (a) = (8.4-27 
确定 唯一 的 正则 参数 a. 
上 述 讨论 是 针对 卷 积 型 积分 方程 进行 的 。 事 实 上 ,滤波 正则 化 方法 也 适用 于 非 卷 积 型 
的 第 工 类 积分 方程 
[сед d= uz) (8. 4-28) 
写成 算 子 形式 I 
Az=u (8. 4-29) 
Flp Asp (£) } 是 与 特征 值 M, 对 应 的 特征 函数 对 。 用 特征 函数 展开 法 可 得 上 述 积 
分 方程 的 解 为 
z= ой б) = =} CD (8. 4-30) 


ГЕП 


为 了 消除 数据 误差 中 的 高 频 成 分 对 解 的 稳定 性 的 影响 ,一 种 简单 的 滤波 正则 化 方法 ,是 
取 近 似 解 为 
2, о Ўр, GQ) (8.4-31) 
RF, m 是 有 限 值 。 


若 从 算 子 方程 
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(A'A+aDz= A" u (8. 4-32) 
出 发 ,用 特征 函数 展开 法 可 得 积分 方程 的 解 为 


«о Хоро = Ў а= ло (8. 4233) 


RH, fila) = È 就 是 所 谓 的 滤波 因子 ,而 式 (8. 4-31) 可 看 成 是 滤波 因子 取 下 式 的 特殊 


情况 
,< 
fı G) = saa 
滤波 因子 也 可 以 选取 其 他 形式 ,一 般 应 根据 具体 问题 选择 适合 的 滤波 因子 ,以 达到 最 佳 
的 滤波 效果 。 既 达到 抑制 高 频 误 差 的 影响 ,又 不 失去 有 用 的 高 频 信 息 。 


当 滤 波 因子 取 下 式 形式 


Ра) = - => 


时 ,可 见 a0 BÍ, f, (0) 1 за оов, f, (ac) 一 0。 因 而 从 更 好 地 逼近 解 的 角度 看 ,a 应 取 很 
小 的 值 ,但 从 消除 高 频 误差 的 影响 出 发 ,a 又 应 该 取 较 大 值 。 这 样 ,我 们 只 能 取 一 个 折 中 值 。 
对 于 含 随机 误差 的 数据 


u (х) =u (х) +e (х) 


积分 方程 的 近似 解 为 


=) = Ха yD + Ў ашро 
式 中 ,6u = (е (Zz) ,pn (z)), 考 虑 到 


A Sa 
тах + a 2 
为 保证 高 频 误差 不 会 被 放大 ,应 有 
الي‎ um l 
te ©! 
从 而 正则 参数 的 最 小 取 值 应 满足 
а> lda |° 


8.5 和 迭代 正则 化 方法 


用 迭代 方法 求解 第 工 类 算 子 方程 会 出 现 所 谓 的 “ 半 收 敛 "(semi-convergence) 现 象 , 即 在 
迭代 的 早期 阶段 ,近似 解 可 稳定 地 得 到 改进 ,表现 出 “ 自 正则 化 ”的 效应 ,而 迭代 次 数 超过 某 
一 阅 值 后 , 便 趋 于 发 散 ,因而 关键 问题 是 要 寻找 一 个 合适 的 终止 原则 (stoping гше), 84838 
代 次 数 与 原始 数据 的 误差 水 平 相 匹配 。 在 迭代 法 中 ,迭代 指数 (iteration index), 即 迭代 步 
数 起 到 了 正则 化 参数 的 作用 ,而 终止 准则 正 对 应 着 正则 参数 的 某 种 选择 方法 "*5] 。 

考虑 算 子 方程 

Ах=у (8. 5-1) 
由 式 (8. 5-1) 可 得 
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х=т+А* (у-Ах) (8. 5-2) 
式 中 ,A' 为 A HET, AK, SEREM FERRER 
ai= z1 +A" (y- Azi) (8. 5-3) 
由 于 收敛 性 的 考虑 ,一 般 要 求 | А” 上 一 1, 此 时 ,可 引入 参数 w, 将 迭代 格式 (8. 5-3) 改 
写成 
тере 1) (8. 5-4) 
式 中 ,参数 o 称 为 松弛 因子 ,满足 条 件 Оо ГА та #40 Landweber 和 迭代 


йд, 
对 于 含 误 差 的 右 端 项 , 设 误差 水 平 为 6: || y- ya || 三 6, 这 时 ,Landweber 迭代 格式 为 
R=- +@А* (у Ari-1) (8. 5-5) 
设 算 子 方程 的 真 解 是 z* , 称 z - z, 为 逼近 误差 ,而 称 т, - т] 为 数据 误差 , 则 和 迭代 误差 
a" -AME 
læt- 11 а + |z, - 21 ll (8.5-6) 
NTR, 4 kott, A | z* - z, || 一 0; 而 对 迭代 误差 ,有 || z, - z! | < Red, 
可 见 , 当 误差 水 平 8 较 小 时 ,对 于 较 小 的 ,数据 误差 || z, - î | < Rad <1 可 以 忽略 不 计 ， 
于 是 可 以 认为 Landweber 方法 是 收敛 的 ,但 当 A 比较 大 时 ,从 而 WAS 达到 与 逼近 误差 相同 
的 量 级 ,数据 误差 的 影响 就 逐渐 显现 出 来 ,以 至 于 整体 误差 变 得 越 来 越 大 。 这 就 是 所 谓 的 半 
收敛 现象 (semi-convergence) 。 可 见 , 这 里 迭代 指数 发 挥 了 正则 参数 的 作用 。 假 设 E 
知 ,这 里 给 出 一 个 根据 偏差 原则 来 决定 合适 迭代 指数 的 准则 。 即 ,选择 迭代 指数 = 
k (8, у, ) ,使 迄 代 过 程 中 第 1 次 出 现 
|| Ax = у, || <т8,(т>1 为 固定 常数 ) (8. 5-7) 
MAILER. HOSERI] ,r = 2 是 Landweber 算法 是 否 收敛 的 分 水 岭 , 故 在 迭代 准则 判别 
式 (8. 5-7) 中 通常 取 r= 2, 
实践 表明 ,Landweber 迭代 序列 收敛 速度 不 大 ,收敛 过 程 相当 慢 。 为 了 克服 这 个 困难 ， 
可 考虑 加 速 Landweber 迄 代 方法 。 多 项 式 加 速 迭代 方法 是 最 常用 的 一 种 方法 ,其 主要 思想 
是 :每 一 步 迭代 不 仅仅 利用 上 一 步 得 到 的 信息 ,而 且 充 分 利用 前 面 各 步 所 得 到 的 信息 。 


记 r-i = А* (у- Ахь-1) (8. 5-8) 
ERME ERTEAN ЕЕ. 
Th = атаса + иза + *** + рыло адга л (k= 1,2,5) (8. 5-9а) 
pu + por * *** + иш = 1, (a 220) (8. 5-9b) 
由 此 可 见 ,Landweber Ж Jim ERRER, 4 
Tw 
pa == рь =0 
时 的 一 种 特例 。 


计算 实践 表明 ,仅仅 利用 前 面 两 步 的 信息 , 即 z,- ,zt-:, 就 可 构造 出 相当 有 效 的 迭代 算 
法 ,这 就 是 通常 所 说 的 半 和 迭代 法 ,其 迭代 点 列 按 下 式 产生 : 
Ta = r-i + и, (CT 一 Ti-2)+wtA (у Азь-1) (8. 5-10) 
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式 中 ,zu 和 ws 分 别 取 为 


ш (k-1)(2k-3)(2k+2v-1) 
* (k+2v-1)(2k+4v-1)(2k+2v-3) 


_ 4 Qk+2u-1)(&£+u-1) 
ФЬ + 20-1) (2F+ 4-1) 


式 中 , 为 预先 给 定 的 计算 参数 (v>0) 。 
#18 Tikhonov 的 正则 化 策略 ,可 用 近似 解 


23=(A"A+al)-IA" у, (8. 5-11) 
作为 精确 解 z* 的 近似 。 如 果 正则 参数 a。=a (5) 具 有 某 种 先 验 性 质 ,比如 ， 
lima (6) =0 
i7 =0 
则 有 
im a4 -z | =0 


事实 上 ,近似 解 z; 也 可 以 用 下 面 的 迭代 方法 求解 ,通常 称 为 迭代 Tikhonov 正则 化 
方法 。 


хы=0 
PAS SS Saia, 
在 实际 计算 中 ,更 常 采 用 下 面 的 形式 
32=0 
СЕРЕН (8. 5-13) 
z = A z 
而 正则 参数 a (8) 通 常 可 按 Morozov 偏差 原则 决定 , 即 
|| Azas- у, |2=& (8. 5-14) 
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